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混合電解質水溶液の Pitzer 式 
 

本サイト内で「電解質水溶液の熱力学（Pitzer式）」と題する解説をアップロードしている(http://ww
w.hyogo-u.ac.jp/sci/yshibue/solution.html)。この解説はその続編に相当し，混合電解質水溶液を中心に解

説する。まず，二種類の電解質が溶解している水溶液のPitzer式について解説し，その次に四成分系以

上の多成分系混合電解質水溶液のPitzer式を解説する。そして，電解質水溶液に非電解質が溶解してい

る水溶液に関するPitzer式を示す。混合電解質水溶液の熱力学的性質に関する測定報告は，常温・常圧

条件下を除けば多くはない。特に，電解質の相対エンタルピーや定圧熱容量に関する報告が少ない。

これらの性質や水溶液の体積に関するPitzer式は，二成分系と同じような取扱いを行うことによって，

過剰ギブスエネルギーから求めることができる。そこで，ここでは混合電解質水溶液の過剰ギブスエ

ネルギー，浸透係数，そしてイオンの平均活量係数を与える式を示すだけにとどめる。この解説中で

は，数式番号を「電解質水溶液の熱力学（Pitzer式）」中の数式番号に続けており，解説の都合で再掲

した数式には，その数式番号にアスタリスクを付けている。さらに，付録の通し番号も「電解質水溶

液の熱力学（Pitzer式）」に続けている。なお，本解説はPitzer (1979, 1995)に基づいて作成した。 
本解説中では多くの記号を使用するので，付録12として記号一覧を示す。また，なお，Pitzer式を個

別の電解質水溶液に適用した例を本サイト内の解説として別に示している(http://www.hyogo-u.ac.jp/sc
i/yshibue/solution.html)。そこで，ここではPitzer式の電解質水溶液への具体的な適用例については触れ

ない。 
 
9. 三成分系混合電解質水溶液 
9.1 水溶液の過剰ギブスエネルギー 

水に電解質Q1とQ2が溶解している混合電解質水溶液を考える。1モルの電解質Q1が完全電離してν

Mモルの陽イオンMとνXモルの陰イオンXが生じることを考え，陽イオンと陰イオンの電荷数をそれぞ

れzMとzXと表す。同様に，1モルの電解質Q2が完全電離してνNモルの陽イオンNとνYモルの陰イオンY
が生じることを考え，陽イオンと陰イオンの電荷数をそれぞれzNとzYと表す。この時，νMzM + νXzX =
 0であり，νNzN + νYzY = 0である。MとNが同一陽イオンであっても，XとYが同一陰イオンであって

も構わない。 
水溶液中のM，N，X，Yの質量モル濃度をmM，mN，mX，mYと表し，水のモル質量をMw，水の活量

をawと表す。浸透係数をφ，水の化学ポテンシャルをμw，標準状態における水の化学ポテンシャルを wµ


と表す。標準状態を通例どおり任意の温度・圧力条件において溶質が無限希釈状態にある時とおく。

したがって，標準状態における水の熱力学的性質は純水の熱力学的性質と同じである。 
二成分系における定義と同様に，浸透係数を次式のように定義することができる。 

 
 

 
この浸透係数の定義式より，水の化学ポテンシャルを次のように表すことができる。 
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右辺中のRは気体定数，Tは絶対温度で表した温度である。 
この水溶液中にnMモルのM，nNモルのN，nXモルのX，nYモルのYとnwモルの水が含まれているとす

る。混合ギブスエネルギーΔmixGは，M，N，X，Yの化学ポテンシャル（μM，μN，μX，μY）とこれら

の標準状態における化学ポテンシャル（ Mµ
 ， Nµ

 ， Xµ
 ， Yµ

 ）および水の化学ポテンシャルを用い

て次のように定義できる。 
 
 

M，N，X，Yの活量係数（γM，γN，γX，γY）とこれらの質量モル濃度および浸透係数を用いると式(9.
3)を次のよう変形していくことができる。 

 
 
 
 
 

水の質量(kg)をWと表すとΔmixGは次のようになる。 

さて，mM + mN + mX + mYが0に近づくとφは1に近づく。二成分系で示したことを三成分系に拡張

して考えると，これを容易に示すことができる。まず，水の活量係数が組成によらず常に1に等しい

仮想的な水溶液を考える。この時，水の活量は水のモル分率と等しくなる。水1 kg中に含まれている

水の物質量（モル）をmwと表して，mwを用いて浸透係数を表した後に変形していくと式(9.6.3)のよう

になる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

(mM + mN + mX + mY)がmwに比べて十分に小さい場合，式(9.6.3)の右辺中の自然対数の項を次のよう

に展開することができる。 
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ブラケット内で使用しているrは3以上の任意の自然数を表している。mM + mN + mX + mYが0に近づ

くと（言い換えれば，水のモル分率が1に近づくと），ブラケット内の2次以上の項を無視することが

できるので，式(9.7)の右辺は1に近づく。水の活量係数の変化を考慮に入れるとしても，水のモル分

率が1に近づけば水の活量係数も1に近づく。したがって，標準状態では浸透係数が1と等しくなる。 
ここで，二成分系の時と同じように等温・等圧条件下で任意の組成について浸透係数が1であって，

すべてのイオンの活量係数も1と等しい仮想的な水溶液を考える。Prausnitz et al. (1999, p. 523)は，

このような水溶液を理想溶液と定義している。過剰ギブスエネルギーGEは水溶液のギブスエネルギー

から理想溶液のギブスエネルギーを引いた値であると定義されている（Prausnitz et al., 1999, p. 523)。
この過剰ギブスエネルギーの値は，水溶液の混合ギブスエネルギーから理想溶液の混合ギブスエネル

ギーを引いた値とも等しい。理想溶液の混合ギブスエネルギーΔmixGidは，式(9.5)中のφとすべてのイオ

ンの活量係数を1とおいて求めることができるので次式と等しい。 
 
 

したがって，式(9.5)の右辺から式(9.8)の右辺を引いて水溶液の過剰ギブスエネルギーを次のように表

すことができる。 
 
 
 
 
 

M，N，X，Yの質量モル濃度すべてが0に近づくとこれらのイオンの活量係数はすべて1に近づくので，

1 − φ + lnγM → 0，1 − φ + lnγN → 0，1 − φ + lnγX → 0，1 − φ + lnγY → 0となる。 
 次に，GEを水とイオンの物質量（モル）を用いて表す。式(9.9.2)より次式を得ることができる。 

 
 
 

ここで，水とイオン（M，N，X，Y）の部分モル過剰ギブスエネルギーを
E
wG ，

E
MG ，

E
NG ，

E
XG ，

E
YG

と表す。これらの量は次式で定義されている量である。 
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そこで，GEを水とイオンの部分モル過剰ギブスエネルギーを用いて表すと次のようになる。 
 
 

任意のnw，nM，nN，nX，nYの値に対して式(9.10)の右辺が式(9.16)の右辺と等しくなるためには次の関

係式が成立する必要がある。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

以上のようにして部分モル過剰ギブスエネルギーを浸透係数やイオンの活量係数と関係付けること

ができる。浸透係数やイオンの活量係数を表す式を求めるために温度・圧力を一定にして式(9.11)か
ら式(9.15)の右辺を水の質量とイオンの質量モル濃度で表すことを考える。まず，変数を物質量（モ

ル）から水の質量とイオンの物質量（モル）あるいは質量モル濃度に変換する。 
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式(9.22.1)，式(9.23.1)，式(9.24.1)，式(9.25.1)，式(9.26.1)の左辺は水，M，N，X，Yの部分モル過剰ギ

ブスエネルギーであるので，これらはそれぞれ式(9.17)，式(9.18)，式(9.19)，式(9.20)，式(9.21)の右辺

と等しい。したがって，浸透係数，イオンの活量係数を次の式(9.27.1)から式(9.31.2)で求めることがで

きる。物質量（モル）に関する偏導関数と水の質量やイオンの質量モル濃度に関する偏導関数の二つ

の形式でそれぞれの式を示す。 
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9.2 Pitzer式 
Pitzer式を用いると過剰ギブスエネルギーGEをデバイ－ヒュッケル型の項を含む関数 f，2イオン間

相互作用λij，3イオン間相互作用τijkを用いて次の式(9.32)として与えることができる。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

二成分系と同じように同符号の電荷を持つイオンの3体間相互作用(τMMM，τMMN，τMNN，τNNN，τXXX，

τXXY，τXYY，τYYY)は無視できると考える。そして，過剰ギブスエネルギーをイオンの物質量（モル）

あるいはイオンの質量モル濃度を用いて表すと次のようになる。 
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n n n n n n n n
W

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

= + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + +( )

( )

( )

3 2
M X Y MXY N NNN N X NNX

2 2 2 3 2
N Y NNY N X NXX N Y NYY N X Y NXY X XXX X Y XXY3

2 3
X Y XYY Y YYY3

6 3

1 3 3 3 6 3

1 3   (9.32)

n n n n n n

n n n n n n n n n n n n
W

n n n
W

τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ

+ +

+ + + + + +

+ +

w M X Y

M X Y

E

N
N , , , , , 

E

N , , , , , 

1ln   (9.29.1)

  (9.29.2)

p T n n n n

p T W m m m

G
RT n

G
m RTW

γ
 ∂

=   ∂ 

  ∂
=    ∂   
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式(9.33.1)と式(9.33.2)中で用いているλとτの値はイオンの組み合わせが同じである時には同じ値にな

るとしている。例えば，λMNとλNMの値は等しいとおき，τMNXの値とτMXNの値とτNMXの値とτNXMの値とτ

XMNの値とτXNMの値は共通であるとおいている。 
ここで，式(9.33.2)の右辺を二成分系の過剰ギブスエネルギーを表す式で用いたBとCを用いて表す

ことを考える。この際に，三成分系で新たに現れた項を表す変数を導入する。H2O–Q1系（陽イオン

がMで陰イオンがX）とH2O–Q2系（陽イオンがNで陰イオンがY）では現れない項を考えると，λMN， 
λXY，τMNX，τMNY，τMXY，τNXYを含む項である。λMNとλXYは陽イオンあるいは陰イオンの種類が異なる

ために現れる。τMNXとτMNYは陽イオンMと陽イオンNの種類が異なるために現れる（MとNが同一であ

れば，τMMXとτMMYになる）。τMXYとτNXYは陰イオンXと陰イオンYの種類が異なるために現れる（XとY
が同一であれば，τMXXとτNXXになる）。 

2イオン間相互作用で新たに現れる項を二成分系で現れる項と関係付けるために，次のようにΦMN

とΦXYを定義する。 
 
 
 
 
 

そして3イオン間相互作用で新たに現れる項を二成分系で現れる項と関係付けるために，次のようにψ

MNXとψMNYとψMXYとψNXYを定義する。 
 
 
 
 

N M
MN MN MM NN

M N

Y X
XY XY XX YY

X Y

  (9.34)
2 2

  (9.35)
2 2

z z
z z

z z
z z

Φ λ λ λ

Φ λ λ λ

= − −

= − −

N M
MNX MNX MMX NNX

M N

N M
MNY MNY MMY NNY

M N

3 36   (9.36)

3 36   (9.37)

z z
z z

z z
z z

ψ τ τ τ

ψ τ τ τ

= − −

= − −

( )
( )
( )

2 2
M MM M N MN M X MX M Y MY N NN N X NX N Y NY

2 2 2 2 2
X XX X Y XY Y YY M X MMX M Y MMY M X MXX

2 2
M Y MYY M N X MNX M N Y MNY M X Y MXY N X NNX

2 2
N Y NNY N X NXX

2 2 2 2 2

2 3 3 3

3 6 6 6 3

3 3 3

f m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m m m m m

m m m m m

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ

= + + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

+ + +( )2
N Y NYY N X Y NXY6   (9.33.2)m m m mτ τ+

( )

( )

( )

E
2
M MM M N MN M X MX M Y MY2

2 2 2
N NN N X NX N Y NY X XX X Y XY Y YY2

2 2 2 2
M X MMX M Y MMY M X MXX M Y MYY M N X MNX M N Y MNY3

2 2
M X Y MXY N X NNX N Y NNY N3

1 2 2 2

1 2 2 2

3 2 2

3 2

G f n n n n n n n
RTW W

n n n n n n n n n
W

n n n n n n n n n n n n n n
W

n n n n n n n n
W

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

= + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + +( )2 2
X NXX N Y NYY N X Y NXY2   (9.33.1)n n n n n nτ τ τ+ +
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さらに，二成分系の過剰ギブスエネルギーを表す際に式(2.10)で定義したBを三成分系に適用するため

に陽イオンと陰イオンの組み合わせをBに下付き文字として付けて表す。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

BMX，BMY，BNX，BNYを表す際にPitzer and Kim (1974)と違ってイオンの電荷数を用いている。混合電

解質水溶液の場合には陽イオンあるいは陰イオンが共通であるある時とそうではない場合が出てく

る。つまり，1モルのQ1から生じる陽イオンMと陰イオンXの物質量（モル）をνMとνX，1モルのQ2か
ら生じる陽イオンNと陰イオンYの物質量（モル）をνNとνYと表す場合，MとNが同一種あるいはXとY
が同一種である時とそうではない時とに場合分けして考える必要が出てくる。これを避けるためにイ

オンの電荷数を用いている。また，自然界を循環する水の化学分析値に適用する場合，イオンの質量

モル濃度と電荷数を使用する方が溶解している電解質の種類と物質量（モル）を計算する手間を省く

ことができる。 
式(9.34)から式(9.43)より，λMX，λMY，λNX，λNY，λMN，λXY，τMNX，τMNY，τMXY，τNXYをBMX，BMY， 

BNX，BNY，ΦMN，ΦXY，ψMNX，ψMNY，ψMXY，ψNXYを用いて次のように表すことができる。 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

X M
MM MX XX

M X

X M
MX MM MX XX

M X

  (2.10*)
2 2

  (9.40)
2 2

z zB
z z

z zB
z z

λ λ λ

λ λ λ

= + +

= + +

X M
MX MX MM XX

M X

Y M
MY MY MM YY

M Y

  (9.44)
2 2

  (9.45)
2 2

z zB
z z

z zB
z z

λ λ λ

λ λ λ

= − −

= − −

X N
NX NX NN XX

N X

Y N
NY NY NN YY

N Y

  (9.46)
2 2

  (9.47)
2 2

z zB
z z

z zB
z z

λ λ λ

λ λ λ

= − −

= − −

Y M
MY MM MY YY

M Y

X N
NX NN NX XX

N X

Y N
NY NN NY YY

N Y

  (9.41)
2 2

  (9.42)
2 2

  (9.43)
2 2

z zB
z z

z zB
z z

z zB
z z

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

= + +

= + +

= + +

Y X
MXY MXY MXX MYY

X Y

3 3
6   (9.38)

z z
z z

ψ τ τ τ= − −

Y X
NXY NXY NXX NYY

X Y

3 3
6   (9.39)

z z
z z

ψ τ τ τ= − −
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式(9.44)から式(9.53)で与えたλMX，λMY，λNX，λNY，λMN，λXY，τMNX，τMNY，τMXY，τNXYを式(9.33.2)に代

入すると次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

N M
MN MN MM NN

M N

Y X
XY XY XX YY

X Y

  (9.48)
2 2

  (9.49)
2 2

z z
z z

z z
z z

λ Φ λ λ

λ Φ λ λ

= + +

= + +

N M
MNX MNX MMX NNX

M N

N M
MNY MNY MMY NNY

M N

Y X
MXY MXY MXX MYY

X Y

Y X
NXY NXY NXX NYY

X Y

3 36   (9.50)

3 36   (9.51)

3 3
6   (9.52)

3 3
6   (9.53)

z z
z z

z z
z z

z z
z z

z z
z z

τ ψ τ τ

τ ψ τ τ

τ ψ τ τ

τ ψ τ τ

= + +

= + +

= + +

= + +

E
X2 N M M

M MM M N MN MM NN M X MX MM XX
M N M X

Y X2 NM
M Y MY MM YY N NN N X NX NN XX

M Y N X

Y 2N
N Y NY NN YY X X

N Y

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2
2 2

zz z zG f m m m m m B
RTW z z z z

z z zzm m B m m m B
z z z z

z zm m B m
z z

λ Φ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ

  
= + + + + + − −       

   
+ − − + + − −      

   

 
+ − − +  

 

( )
( )

Y X
X X Y XY XX YY

X Y

2 2 2 2 2
Y YY M X MMX M X MXX M Y MMY M Y MYY

2 2 2 2
N X NNX N X NXX N Y NNY N Y NYY

N NM M
M N X MNX MMX NNX M N Y MNY MMY NNY

M N M N

2
2 2

3

3

3 33 3

z z
m m

z z

m m m m m m m m m

m m m m m m m m

z zz zm m m m m m
z z z z

Φ λ λ

λ τ τ τ τ

τ τ τ τ

ψ τ τ ψ τ τ

 
+ + +  

 

+ + + + +

+ + + +

   
+ + + + + +   

   

+ Y X Y X
M X Y MXY MXX MYY N X Y NXY NXX NYY

X Y X Y

3 3 3 3
  (9.54.1)

z z z z
m m m m m m

z z z z
ψ τ τ ψ τ τ
   

+ + + + +      
   

( )

( ) ( )

( ) ( )

M X MX M Y MY N X NX N Y NY M N MN X Y XY

NM
M M N N X X Y Y MM M M N N X X Y Y NN

M N

X Y
M M N N X X Y Y XX M M N N X X Y Y YY

X Y

2 2 2f m m B m m B m m B m m B m m m m

mm m z m z m z m z m z m z m z m z
z z

m mm z m z m z m z m z m z m z m z
z z

Φ Φ

λ λ

λ λ

= + + + + + +

+ + − − + + − −

− + − − − + − −
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さて，水溶液は電気的中性であるので次式が成り立つ。 
 
 

したがって，式(9.54.2)中でλMM，λNN，λXX，λYYをかけあわせる項は0と等しくなる。さらに，式(9.55)
の左辺の値あるいは右辺の値を，それぞれ，式(9.56)と式(9.57)のように(1/2)Zとおく。 

 
 
 
 
 

このようにすると，Zを用いることで式(9.54.2)を次のように簡略化して表すことができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

次に，二成分系の過剰ギブスエネルギーを表す際に式(2.5)で定義したCを三成分系に適用するため

に陽イオンと陰イオンの組み合わせを下付き文字としてCに付けて表す。 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )

( ) ( )

N X N X
X YM M N N NNX X Y NXX

N X

N Y N Y
X YM M N N NNY X Y NYY

N Y

M N X MNX M N Y MNY M X Y MXY N X Y NXY

3 3

3 3

  (9.54.2)

m m m m z zm z m z m m
z z

m m m m z zm z m z m m
z z

m m m m m m m m m m m m

τ τ

τ τ

ψ ψ ψ ψ

+ + + +

+ + + +

+ + + +

( )

( )

E

M X MX M Y MY N X NX N Y NY M N MN X Y XY

N X NNX NXXM X MMX MXX M Y MMY MYY

M X M Y N X

N Y NNY NYY
M N X MNX Y MNY X Y M

N Y

2 2 2

33 3
2 2 2

3
2

G f m m B m m B m m B m m B m m m m
RTW

m m Zm m Z m m Z
z z z z z z

m m Z m m m m m m m
z z

Φ Φ

τ ττ τ τ τ

τ τ
ψ ψ ψ

= + + + + + +

     
+ + + + + +          

     

 
+ + + + +  

 
( )MXY N NXY   (9.58)m ψ+

MMX MXX

M X

MMX MXX
MX

M X

MMY MYY
MY

M Y

3   (2.5*)
2

3   (9.59)
2

3   (9.60)
2

C
z z

C
z z

C
z z

τ τ

τ τ

τ τ

 
= +  

 

 
= +  

 

 
= +  

 

( ) ( )

( ) ( )

M X M X
X YM M N N MMX X Y MXX

M X

M Y M Y
X YM M N N MMY X Y MYY

M Y

3 3

3 3

m m m m z zm z m z m m
z z

m m m m z zm z m z m m
z z

τ τ

τ τ

+ + + +

+ + + +

X YM M N N X Y   (9.55)z zm z m z m m+ = +

M M N N

X YX Y

1 Z m z m z   (9.56)
2

1 z zZ m m   (9.57)
2

= +

= +
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CMX，CMY，CNX，CNYを式(9.58)に適用して整理すると次式を得ることができる。 
 

 
 

 
 
 
 

式(9.63)が過剰ギブスエネルギーを与える式になる。 
9.3 浸透係数 

過剰ギブスエネルギーと浸透係数の関係を式(9.22.2)として示した。この式の両辺を(mM + mN +  
mX + mY)倍した後で，左辺と右辺を入れ替える。そして，式(9.33.1)で示した過剰ギブスエネルギー

を式(9.27.2)に代入すると次のようになる。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
二成分系の計算式と同様に取り扱って右辺の計算式を求めることができる。偏導関数を表す時に一定

にする変数が多いので温度・圧力が一定の条件下でfとλのイオン強度Iに関する偏導関数を求める操作

( )( ) ( )
M N X Y

M N X Y

M

M N X Y
, , , , , 

2
M MM M N MN M X MX M Y MY

, , , , , 

2 2 2
N NN N X NX N Y NY X XX X Y XY Y YY

, , , 

1

2 2 2

2 2 2

p T n n n n

p T n n n n

p T n n

m m m m Wf
W

n n n n n n n
W W

n n n n n n n n n
W W

φ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

∂ + + + − = − ∂ 

  + + +∂
−   ∂   

  + + + + +∂
−   ∂    N X Y, , n n

M N X Y

2 2 2 2
M X MMX M Y MMY M X MXX M Y MYY M N X MNX

2
, , , , , 

3 3 3 3 6

p T n n n n

n n n n n n n n n n n
W W

τ τ τ τ τ  + + + +∂
−   ∂   

M N X Y

M N X Y

2 2 2
M N Y MNY M X Y MXY N X NNX N Y NNY N X NXX

2
, , , , , 

2
N Y NYY N X Y NXY

2
, , , , , 

6 6 3 3 3

3 6   (9.64)

p T n n n n

p T n n n n

n n n n n n n n n n n n
W W

n n n n n
W W

τ τ τ τ τ

τ τ

  + + + +∂
−   ∂   

  +∂
−    ∂   

NNX NXX
NX

N X

NNY NYY
NY

N Y

3   (9.61)
2

3   (9.62)
2

C
z z

C
z z

τ τ

τ τ

 
= +  

 

 
= +  

 

( ) ( )

E

M X MX MX M Y MY MY N X NX NX

N Y NY NY M N MN X Y XY

M N X MNX Y MNY X Y M MXY N NXY

1 1 12
2 2 2

12 2 2
2

  (9.63)

G f m m B ZC m m B ZC m m B ZC
RTW

m m B ZC m m m m

m m m m m m m m

Φ Φ

ψ ψ ψ ψ

      = + + + + + +      
      

 + + + + 
 

+ + + +
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を「'」を付けて表す。式(9.64)の右辺の計算結果は次の通りである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

右辺の第一項で括弧内の項は式(2.24)で定義したfφを用いて表すことができる。 
 
 
 

次に，二成分系の過剰ギブスエネルギーを表す際に式(2.28)として定義したBφを三成分系に適用する

ために陽イオンと陰イオンの組み合わせをBφの下付き文字として付けて表す。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

式(9.65)の右辺中で二成分系では現れない量は，λMNとλXYとこれらのIに関する偏導関数，およびτMNX，

τMNY，τMXY，τNXYである。λMN，λXY，τMNX，τMNY，τMXY，τNXYを二成分系で現れる量と関係付けるため

にΦとψを導入した。ここでは，さらに，ΦのIに関する偏導関数をΦ 'と表し，イオンの組み合わせを

下付き文字として付けて表す。Φ 'を用いると次の関係式を得ることができる。 
 

 
 

 

'1   (2.24*)
2

ff f
I

φ  = − 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X ' ' 'N
NN NN NX NX XX XXNX

N X

Y ' ' 'N
NN NN NY NY YY YYNY

N Y

  (9.68)
2 2

  (9.69)
2 2

z zB I I I
z z

z zB I I I
z z

φ

φ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

= + + + + +

= + + + + +

' ' ' 'N M
MN MN MM NN

M N

Y X' ' ' '
XY XY XX YY

X Y

  (9.70)
2 2

  (9.71)
2 2

z z
z z

z z
z z

λ Φ λ λ

λ Φ λ λ

= + +

= + +

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

' 2 ' '
M N X Y M MM MM M N MN MN

' ' 2 ' '
M X MX MX M Y MY MY N NN NN N X NX NX

' 2 ' ' 2 '
N Y NY NY X XX XX X Y XY XY Y YY YY

2 2
M X MMX M Y MMY M N X

1 2

2 2 2

2 2

6 6 12

fm m m m I f m I m m I
I

m m I m m I m I m m I

m m I m I m m I m I

m m m m m m m

φ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

τ τ

 + + + − = − + + + + 
 

+ + + + + + + +

+ + + + + + + +

+ + + MNX M N Y MNY

2 2 2 2 2
M X MXX M X Y MXY M Y MYY N X NNX N Y NNY N X NXX

2
N X Y NXY N Y NYY

12

6 12 6 6 6 6

12 6   (9.65)

m m m

m m m m m m m m m m m m m

m m m m m

τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ

+

+ + + + + +

+ +

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X ' ' 'M
MM MM MX MX XX XX

M X

X ' ' 'M
MM MM MX MX XX XXMX

M X

Y ' ' 'M
MM MM MY MY YY YYMY

M Y

  (2.28*)
2 2

  (9.66)
2 2

  (9.67)
2 2

z zB I I I
z z

z zB I I I
z z

z zB I I I
z z

φ

φ

φ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +
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式(9.66)から式(9.69)，式(9.48)と式(9.70)，式(9.49)と式(9.71)を用いて，以下の式を得ることができる。 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

そこで，式(2.24)，式(9.50)から式(9.53)，そして式(9.72)から式(9.77)を式(9.65)の右辺に代入して整理

すると次式を得ることができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

( ) ( )

( ) ( )

X' ' 'M
MX MX MM MM XX XXMX

M X

Y' ' 'M
MY MY MM MM YY YYMY

M Y

  (9.72)
2 2

  (9.73)
2 2

z zI B I I
z z

z zI B I I
z z

φ

φ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

+ = − + − +

+ = − + − +

( ) ( )

( ) ( )

X' ' 'N
NX NX NN NN XX XXNX

N X

Y' ' 'N
NY NY NN NN YY YYNY

N Y

  (9.74)
2 2

  (9.75)
2 2

z zI B I I
z z

z zI B I I
z z

φ

φ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

+ = − + − +

+ = − + − +

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' ' ' 'N M
MN MN MN MN MM MM NN NN

M N

Y X' ' ' '
XY XY XY XY XX XX YY YY

X Y

  (9.76)
2 2

  (9.77)
2 2

z zI I I I
z z

z z
I I I I

z z

λ λ Φ Φ λ λ λ λ

λ λ Φ Φ λ λ λ λ

+ = + + + + +

+ = + + + + +

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )( )

( )( )

M N X Y M X M Y N X N YMX MY NX NY

' '
M N MN MN X Y XY XY

'M
MM MM M M N N X X Y Y

M

'N
NN NN M M N N X X Y Y

N

'X
XX XX M M N N X X Y Y

X

Y
YY Y

Y

1 2 2

2

m m m m If m m B m m B m m B m m B

m m I m m I

m I m z m z m z m z
z

m I m z m z m z m z
z

m I m z m z m z m z
z

m I
z

φ φ φ φ φφ

Φ Φ Φ Φ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

+ + + − = + + + +

 + + + +
 

+ + + − −

+ + + − −

− + + − −

− +( )( )'
Y M M N N X X Y Ym z m z m z m z+ − −

( )

( ) ( )

( ) ( )

M N X MNX M N Y MNY M X Y MXY N X Y NXY

MMX MXX
M X M M N N X X Y Y

M X

MMY MYY
M Y M M N N X X Y Y

M Y

2

6

6

m m m m m m m m m m m m

m m m z m z m z m z
z z

m m m z m z m z m z
z z

ψ ψ ψ ψ

τ τ

τ τ

+ + + +

 
+ + + + 

  

 
+ + + + 

  
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式(9.55)で表した水溶液の電気的中性条件と式(9.56)と式(9.57)で定義したZを式(9.78)の右辺に適用す

ると次の式(9.79)を得ることができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

最後に二成分系の過剰ギブスエネルギーを表す際に式(2.29.3)で定義したCφを三成分系に適用する。Cφ

を用いて式(9.79)の右辺でτを含む括弧内の項を表す。イオンの組み合わせをCφに下付き文字として付

けて表して，両辺を(mM + mN + mX + mY)で割って得られる式が水の浸透係数を表す式である。計算

式を式(9.80)として示す。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9.4 イオンの平均活量係数 
陽イオンの活量係数と陰イオンの活量係数を表す式を求めた後で，イオンの平均活量係数を表す式

を求める。まず，陽イオン（MでもNでもよいが，ここではM）の活量係数を求める。式(9.28.2)で与

えた陽イオンMの活量係数と過剰ギブスエネルギーの間の関係式に過剰ギブスエネルギーを表す式(9.
54.2)を代入する。この時に温度・圧力が一定の条件下でBのIに関する偏導関数をB'と表し，イオンの

( )

( ) ( )

( ) ( )

M X M Y N X N YMX MY NX NY
M N X Y

' '
M N MN MN X Y XY XY

M N X Y

M N X MNX Y MNY X Y M MXY N NXY
M N X Y

M X M YMX MY
1 2

M N X Y M X M

11 2 2

1 2 2

1 2 2

/

If m m B m m B m m B m m B
m m m m

m m I m m I
m m m m

m m m m m m m m
m m m m

m m C m m CZ
m m m m z z z

φ φ φ φ φ

φ φ

φ

Φ Φ Φ Φ

ψ ψ ψ ψ

 − = + + + +
 + + +

 + + + +
 + + +

 + + + + + + +

+ +
+ + +

N X N YNX NY
1 2 1 2 1 2

Y N X N Y

  (9.80)/ / /
m m C m m C

z z z z z

φ φ 
 + +
 
 

1 2 MMX MXX
M X

M X
3   (2.29.3*)/C z z

z z
φ τ τ 
= +  

 

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

M N X Y M X M Y N X N YMX MY NX NY

' '
M N MN MN X Y XY XY

M N X MNX M N Y MNY M X Y MXY N X Y NXY

NNXMMX MXX MMY MYY
M X M Y N X

M X M Y N

1 2 2

2 2

2

3 3 3

m m m m If m m B m m B m m B m m B

m m I m m I

m m m m m m m m m m m m

m m Z m m Z m m Z
z z z z z

φ φ φ φ φφ

Φ Φ Φ Φ

ψ ψ ψ ψ

ττ τ τ τ

+ + + − = + + + +

+ + + +

+ + + +

   
+ + + + +      

   

NXX

X

NNY NYY
N Y

N Y
3   (9.79)

z

m m Z
z z

τ

τ τ

 
+  

 

 
+ +  

 

( ) ( )

( ) ( )

NNX NXX
N X M M N N X X Y Y

N X

NNY NYY
N Y M M N N X X Y Y

N Y

6

6   (9.78)

m m m z m z m z m z
z z

m m m z m z m z m z
z z

τ τ

τ τ

 
+ + + + 

  

 
+ + + + 

  
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組み合わせを下付き文字として付けて表す。 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

式(9.55)で示した水溶液が電気的に中性である条件，式(9.56)と式(9.57)で示したZの定義式，式(9.59)
と式(9.60)で示したCMXとCMYを与える式を式(9.81)に適用し，右辺を整理すると次の式(9.82)のように

なる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

さらに，右辺に残っているτMMX，τMMY，τNNX，τNNYをかけあわせる項を次のように変形してCMX，CMY，

CNX，CNYと関連付ける。 

( )

2 ' 2 ' 2 '
M M X MX M X M MX Y MY M Y M MY

2 ' 2 ' 2 ' 2 '
N X M NX N Y M NY N MN M N M MN X Y M XY

M M N N X X Y Y MM M MM
M

M

1 1 1ln 2
2 2 2

1 1 1 12
2 2 2 2

1

z f m B m m z B m B m m z B

m m z B m m z B m m m z m m z

m z m z m z m z m
z

m
z

γ

Φ Φ Φ

λ λ

    = + + + +    
    

        + + + + +        
        

+ + − − +

+ ( )

( )

( )

( ) ( )

2 ' M
M M N N X X Y Y M MM N NN

M N

2 'N M
M M N N X X Y Y M NN X XX

N X

2 'X M
M M N N X X Y Y M XX Y YY

X Y

2 'Y MMX
M M N N X X Y Y M YY X M M N N

Y

1
2

1
2

1
2

1 3
2

zm z m z m z m z z m
z

m zm z m z m z m z z m
z z

m zm z m z m z m z z m
z z

m m z m z m z m z z m m z m z
z z

λ λ

λ λ

λ λ

τλ

 + − − + 
 

 + + − − − 
 

 − + − − − 
 

 − + − − + + 
 

( ) ( )

( )

M X MMX
M

MXX MMY
X X X Y Y Y M M N N M Y MMY

X M

MYY M M
Y X X Y Y N X NNX N Y NNY

Y N N

N X MNX N Y MNY X Y MXY

3

3 3 3

3 3 3

  (9.81)

m m

m m z m z m m z m z m m
z z

z zm m z m z m m m m
z z z

m m m m m m

τ

τ τ τ

τ τ τ

ψ ψ ψ

+

+ + + + +

+ + + +

+ + +

( ) ( )

( )

2 ' 2 ' ' ' '
M M X MX Y MY M M X MX M Y MY N X NX N Y NY

2 ' ' N NNM MM X XX Y YY
N MN M M N MN X Y XY M

M N X Y

N X NNX N Y NNYM X MMX M Y MMY
X MX Y MY M

M M N N

1ln 2
2

2

3

z f m B m B z m m B m m B m m B m m B

mm m mm z m m m m z
z z z z

m m m mm m m mZm C Zm C z
z z z z

γ

λλ λ λΦ Φ Φ

τ ττ τ

= + + + + + +

 
+ + + + + − −  

 

 
+ + + + + +

 

N X MNX N Y MNY X Y MXY   (9.82)m m m m m mψ ψ ψ



+ + +
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式(9.83.2)の右辺を式(9.82)の右辺に代入して，さらに整理すると次の式(9.84)を得ることができる。 

 
 
 
 
 
 

以上のようにして，陽イオンMの活量係数を式(9.84)として求めることができた。 
今度は陰イオン（XでもYでもよいが，ここではX）の活量係数を求める。求め方は陽イオンと同じ

方法によるので，少し簡略化して示すことにする。式(9.30.2)で与えた陰イオンXの活量係数と過剰ギ

ブスエネルギーとの間に成り立つ関係式に過剰ギブスエネルギーを表す式(9.54.2)を代入する。代入し

[ ]M M X MX M Y MY N X NX N Y NY

MMX MXX MMY MYY
M M X M Y

M X M Y

NNX NXX NNY NYY
M N X N Y

N X N Y

3
2

3   (9.83.2)
2

z m m C m m C m m C m m C

z m m m m
z z z z

z m m m m
z z z z

τ τ τ τ

τ τ τ τ

= + + +

    
+ − + −            

    
+ − + −            

MMX MXX MMY MYY
M M X M Y

M X M Y

NNX NXX NNY NYY
M N X N Y

N X N Y

3
2

3   (9.84)
2

z m m m m
z z z z

z m m m m
z z z z

τ τ τ τ

τ τ τ τ

    
+ − + −            

    
+ − + −            

MMX MXX MMY MYY
M M X M Y

M X M Y

NNX NXX NNY NYY
M N X N Y

N X N Y

3
2

3   (9.83.1)
2

z m m m m
z z z z

z m m m m
z z z z

τ τ τ τ

τ τ τ τ

    
+ − + −            

    
+ − + −            

N X NNX N Y NNYM X MMX M Y MMY
M

M M N N

MMX MXX MMY MYY
M M X M Y

M X M Y

NNX NXX NNY NYY
M N X N Y

N X N Y

3

3
2

3
2

 
+ + + 

 

    
= + + +            

    
+ + + +            

m m m mm m m mz
z z z z

z m m m m
z z z z

z m m m m
z z z z

τ ττ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 ' 2 '
M M X MX MX Y MY MY N MN M X M MX M MX

2 ' 2 ' 2 '
M Y M MY M MY N X M NX M NX MNX N Y M NY M NY MNY

2 ' 2 ' N NNM MM X XX
X Y M XY MXY M M N MN M

M N

1 1 1ln 2 2
2 2 2

z f m B ZC m B ZC m m m z B z C

m m z B z C m m z B z C m m z B z C

mm mm m z z m m z
z z z

γ Φ

ψ ψ

λλ λΦ ψ Φ

    = + + + + + + +    
    

+ + + + + + + +

+ + + + + − Y YY

X Y

m
z
λ 

−  
 
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た後で，水溶液が電気的に中性である条件とZとCMXとCMYの定義式を適用すると次の式(9.85)のよう

になる。 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

右辺に残っているτMMX，τMMY，τNNX，τNNYを含む項を式(9.83.2)と同様に変形してCMX，CMY，CNX， 
CNYと関連付ける。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

式(9.86)の右辺を式(9.85)の右辺に代入して，さらに整理すると次の式(9.87)を得ることができる。 
以上のようにして，陰イオンXの活量係数を式(9.87)として求めることができた。 
 陽イオンMと陰イオンXの活量係数を用いてMとXの平均活量係数γ±, MXを与える式を求める。まず，

二成分系水溶液中でのイオンの平均活量係数を式(1.12)で定義した。 

 

( ) ( )

( )

2 ' 2 ' ' ' '
X X M MX N NX X M X MX N X NX M Y MY N Y NY

2 ' ' N NNX XX Y YY M MM
Y XY X M N MN X Y XY X

X Y M N

N X NXX N Y NYYM X MXX M Y MYY
M MX N NX X

X Y X Y

1ln 2
2

2

3

z f m B m B z m m B m m B m m B m m B

mm m mm z m m m m z
z z z z

m m m mm m m mZm C Zm C z
z z z z

γ

λλ λ λΦ Φ Φ

τ ττ τ

= + + + + + +

 
+ + + + + − −  

 

 
+ + + + + +



M N MNX M Y MXY N Y NXY   (9.85)m m m m m mψ ψ ψ




+ + +

[ ]

N X NXX N Y NYYM X MXX M Y MYY
X

X Y X Y

X M X MX M Y MY N X NX N Y NY

MXX MMX MYY MMY
X M X M Y

X M Y M

NXX NNX NYY NNY
X N X N Y

X N Y N

3

3
2

3
2

m m m mm m m mz
z z z z

z m m C m m C m m C m m C

z m m m m
z z z z

z m m m m
z z z z

τ ττ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

 
+ + +  

 

= + + +

    
+ − + −            

 
+ − + −  

 
  (9.86)

  
      

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 ' 2 '
X X M MX MX N NX NX Y XY M X X MX X MX

2 ' 2 ' 2 '
M Y X MY X MY MXY N X X NX X NX N Y X NY X NY NXY

2 ' 2 ' X XX Y YY M MM
M N X MN MNX X X Y XY X

X Y

1 1 1ln 2 2
2 2 2

z f m B ZC m B ZC m m m z B z C

m m z B z C m m z B z C m m z B z C

m m mm m z z m m z
z z z

γ Φ

ψ ψ

λ λ λΦ ψ Φ

    = + + + + + + +    
    

+ + + + + + + +

+ + + + + − N NN

M N

MXX MMX MYY MMY
X M X M Y

X M Y M

NXX NNX NYY NNY
X N X N Y

X N Y N

3
2

3   (9.87)
2

m
z

z m m m m
z z z z

z m m m m
z z z z

λ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

 
−  

 

    
+ − + −            

    
+ − + −            



兵庫教育大学 澁江靖弘 
（シブエ ヤスヒロ） 

電解質水溶液の熱力学（その２） 18 

 
 

νはνMとνXの和である。先に記したように，M = Nの場合あるいはX = Yの場合でも適用できるよう

にするためにνMとνXを用いずにzMとzXを用いることを考える。νMとνXの比はzXとzMの比の絶対値と等

しい。 

 
 
 

そこで，式(1.12)の両辺の自然対数を取って，以下のようにlnγ±, MXをzMとzXを用いて表すことができる。 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

式(9.88.4)の右辺に，式(9.84)として与えたlnγMと式(9.87)として与えたlnγXを代入する。この結果，次

式を得ることができる。 
  

XM

X M

z
z

ν
ν

=

( ) ( )

( ) ( )

M X
, MX M X

M X M X

M X
X M M X

M X
M X X M

X M M X

M X

ln ln ln   (9.88.1)

1 1= ln ln   (9.88.2)
1 1

1 1= ln ln   (9.88.3)
1 1

ln ln
=   (9.88.4)

/ /

z z z z

z z
z z

ν νγ γ γ
ν ν ν ν

γ γ
ν ν ν ν

γ γ

γ γ

± = +
+ +

+
+ +

+
+ +

+
+

( )M X
1

M X   (1.12*)
/νν νγ γ γ± =
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式(9.89.2)に式(2.74)で与えたf ' とf γの関係式とおよび式(2.78)で与えたf γの計算式を代入して，MとXの

平均活量係数を与える式(9.90)を得ることができる。  

 
 
 
 
 

 

 

 

 

( )

'

1 2
1 2

1 2

1   (2.74*)
2

2 ln 1   (2.78*)
1

/
/

/

f f

If A bI
bbI

γ

γ
φ

=

 
= − + + 

+  

( )

( )

( )

2 X2 '
, MX M X M X X MX MX Y MY MY

M X M X

M
M MX MX N NX NX X N MN M Y XY

M X M X

22
M X M X ' '

M X MX M Y MY N
M X

21 1 1 1ln
2 2 2

2 1 1 2
2 2

z
z z z z f m B ZC m B ZC

z z z z

z m B ZC m B ZC z m z m
z z z z

z z z z
m m B m m B m m

z z

γ

Φ Φ

±
      = + + + + +     + +      

    + + + + + +    + +    

+
+ + +

+ ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

' '
X NX N Y NY

M X
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X N X M M N MNX X X Y M M Y MXY
M X

22
M X M XX N Y MNY M N Y NXY ' '

M N MN X Y XY
M X M X

2

1

  (9.89.1)

B m m B

z z
m m C m m C m m C m m C

z z

z m m z m m z m m z m m
z z

z z z zz m m z m m
m m m m
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ψ ψ

ψ ψ
Φ Φ

+
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+
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+ +

X' M
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XM
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21 1 1
2 2 2
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2 2

   = + + + + +     +     

   + + + + +     +     
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z z z
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z z z

Φ

Φ
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( )

( )
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M
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  (9.89.2)

z z m m B m m B m m B m m B

z z
m m C m m C m m C m m C

z z

z m m m m m m
z z

z
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+ + + +
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10. 四成分系以上の多成分系混合電解質水溶液 
 三成分系混合電解質水溶液における取り扱いを四成分系以上の混合電解質水溶液に拡張すること

は容易である。三成分系とほぼ同じ手順で過剰ギブスエネルギー，浸透係数，イオンの平均活量係数

を与える式を求めることができる。同じような式の繰り返しになる部分が多く冗長になるが，以下に

これらを与える式を求めていく。 
10.1 水溶液の過剰ギブスエネルギー 

水溶液中のイオンiの物質量（モル）と質量モル濃度をniとmiと表し，二成分系における定義を拡張

して浸透係数を次式のように定義する。 
 
 
 

総和はすべてのイオンについて取っている。浸透係数の定義式を用いると，水の化学ポテンシャルを

標準状態における化学ポテンシャルを用いて次のように表すことができる。 
 
 

 
混合ギブスエネルギーは，イオンiの化学ポテンシャルμiとこれらの標準状態における化学ポテンシ

ャル iµ
および水の化学ポテンシャルを用いて次のように定義できる。 

 
 

イオンiの活量係数γiとこれらの質量モル濃度および浸透係数を用いると式(10.3)を次のよう変形して

いくことができる。 

w
w

1 1000 ln   (10.1)
i

a
m M

φ
 

= −  
 ∑

w
w w   (10.2)

1000
iM m RTφ

µ µ= − ∑


( ) ( )mix w w w   (10.3)i i iG n nµ µ µ µ∆ = − + −∑  

( )
1 2

1 2
, MX M X 1 2

X M
X MX MX Y MY MY XY

M X X

XM
M MX MX N NX NX MN

M X M

' '
M X M X MX M Y MY N

2ln ln 1
1

2 1 1
2 2

2 1 1
2 2

/
/

/
Iz z A bI

bbI

z zm B ZC m B ZC
z z z

zz m B ZC m B ZC
z z z

z z m m B m m B m

φγ

Φ

Φ

±
 

= − + + 
+  

   + + + + +     +     

   + + + + +     +     

+ + +( )

( )

( )

( ) ( )

' '
X NX N Y NY

M X
M X MX M Y MY N X NX N Y NY

M X

M
M N MNX M Y MXY N Y NXY

M X
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N X MNX X Y MXY N Y MNY M X M N MN X Y XY

M X
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  (9.90)

m B m m B
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z
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水の質量Wを用いて表すと次のようになる。 
 
 

∑miが0に近づくとφは1に近づく。二成分系や三成分系で示してきたことを拡張して考えると，これ

を容易に示すことができる。まず，水の活量係数が組成によらず常に1に等しい仮想的な水溶液を考

える。この時，水の活量は水のモル分率と等しくなる。水1 kg中に水がmwモル含まれていると表すと，

mwを用いて浸透係数を表した後に変形して式(10.6.3)を得ることができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

∑miがmwに比べて十分に小さい場合，式(10.6.3)の右辺中の自然対数の項を次のように展開することが

できる。 
 
 
 

ブラケット内で使用しているrは3以上の任意の自然数である。∑miが0に近づくと（言い換えれば，水

のモル分率が1に近づくと），ブラケット内の2次以上の項を無視することができるので，式(10.7)の右

辺は1に近づく。水の活量係数の変化を考慮に入れるとしても，水のモル分率が1に近づけば水の活量

係数も1に近づく。したがって，標準状態では浸透係数が1と等しくなる。 
ここで，二成分系や三成分系の時と同じように等温・等圧条件下で任意の組成について浸透係数が

1であって，すべてのイオンの活量係数も1と等しい仮想的な水溶液を考える。Prausnitz et al. (1999, 
p. 523)は，このような水溶液を理想溶液と定義している。過剰ギブスエネルギーGEは水溶液のギブス

エネルギーから理想溶液のギブスエネルギーを引いた値であると定義されている（Prausnitz et al., 1
999, p. 523)。この過剰ギブスエネルギーの値は，水溶液の混合ギブスエネルギーから理想溶液の混合

ギブスエネルギーを引いた値とも等しい。理想溶液の混合ギブスエネルギーΔmixGidは，式(10.5)中のφ

とすべてのイオンの活量係数を1とおいて求めることができるので次式と等しい。 
 
 

したがって，式(10.5)の右辺から式(10.8)の右辺を引いて水溶液の過剰ギブスエネルギーを次のように

( )

( )

w w
mix ln   (10.4.1)

1000

ln   (10.4.2)

i
i i i

i i i

n M m RTG n RT m

RT n m

φ
γ

γ φ

∆ = −

 = − 

∑∑

∑

( )mix ln   (10.5)i i iG RTW m m γ φ ∆ = − ∑

w w

w

w

w

w

w

ln   (10.6.1)

1ln   (10.6.2)
1

= ln 1   (10.6.3)

i i

i i

i

i

m m
m m m

m
m m / m

m m
m m

φ
 

= −  + 

   
= −   +   

   
+   

   

∑ ∑

∑ ∑

∑
∑

2 1
w

w w w

1 ( 1)   (10.7)
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i i i

i
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m m m r m

φ
−        − = − + +       

         

∑ ∑ ∑
∑

 

( )id
mix ln 1   (10.8)i iG RTW m m∆ = −∑
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表すことができる。 
 
 
 

次に，GEを水とイオンの物質量（モル）を用いて表す。式(10.9.2)より次式を得ることができる。 
 
 
 

部分モル過剰ギブスエネルギーを
E

G と表し，水あるいはイオンiに関する部分モル過剰ギブスエネ

ルギーであることを下付き文字を付けて表すと，GEは水とイオンの部分モル過剰ギブスエネルギーと

次のように関係付けられる。 
 
 

任意のnwとniの値で式(10.10)の右辺と式(10.11)の右辺が常に等しくなるためには次の関係式が成立す

る必要がある。 
 
 
 
 
 

これらの部分モル過剰ギブスエネルギーは過剰ギブスエネルギーと次式で関係付けられている。 
 
 
 
 
 
 

そこで，変数を物質量（モル）から水の質量とイオンの物質量（モル）あるいは質量モル濃度に変換

する。まず，式(10.14)は次のようになる。 
 

 
 

次に，式(10.15)の右辺は次のようになる。 
 
 
 

式(10.16)の右辺は式(10.14)の左辺と等しく，式(10.14)の左辺は式(10.12)の右辺と等しい。したがって，

次の等式が成立する。 

( )E
w

w

1
ln   (10.10)i

i i
RT m

G n RT n
m

φ
γ

 −
= + 

 

∑
∑

w ( )

EE
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そこで，浸透係数を表す式を次のように求めることができる。水の物質量（モル）に関する偏導関数

を求めた結果と水の質量に関する偏導関数を求めた結果の両方を示す。 
 
 
 

 
 
 

式(10.17)の右辺は式(10.15)の左辺と等しく，式(10.15)の左辺は式(10.13)の右辺と等しい。したがって，

次の等式が成立する。 
 
 
 
 

そこで，イオンiの活量係数を表す式を次のように求めることができる。イオンの物質量（モル）に関

する偏導関数を求めた結果と質量モル濃度に関する偏導関数を求めた結果の両方を示す。 
 
 
 
 
 
 

10.2 Pitzer式 
三成分系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーを与えるPitzer式を多成分系混合電解質水溶液一般

に拡張する。式(2.42)として示したデバイ－ヒュッケル型の項を含む関数fを用いて次のように表すこ

とができる。 
 

 
 

 
 

式(10.22)の右辺の第二項は2イオン間相互作用の総和を取っていることを示し，第三項は3イオン間相

互作用の総和を取っていることを示す。なお，下付き文字i，j，kはイオンを表す。式(10.22)中でイオ

ンの組み合わせが同じであればλやτの値は同じ値になる。つまり，λij = λjiでありτijk = τikj = τjik = τjki 
= τkij = τkjiである。 

E
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三成分系で行ったように式(10.22)をB，C，Φ，ψ，およびZを用いて表すことを考える。イオンの符

号が問題となるので，陽イオンであればcあるいはc'，陰イオンであればaあるいはa'と記す。まず式(1
0.22)の右辺で最初に現れる総和について検討する。iとjがいずれも陽イオンである場合，iとjの符号が

異なる場合，iとjがいずれも陰イオンである場合に分ける。さらに，cとc'が同一種である場合とそう

ではない場合，aとa'が同一種である場合とそうではない場合に分ける。cとc'を陽イオンの種類を表す

通し番号とみなし，aとa'を陰イオンの種類を表す通し番号とみなす。このようにすると，式(10.22)の
右辺における最初の総和を次のように表すことができる。 

 
 
 

2イオン間相互作用を表すBとΦを用いてλca，λcc'，λaa'を表すと次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 

これまでと同じく，B，Φ，λ，zにイオンの組み合わせやイオン種を示す下付き記号を付けている。式

(10.25)と式(10.26)よりcとc'が同一種あるいはaとa'が同一種である時には，Φcc'とΦaa'はいずれも0と等

しくなる。式(10.24)から式(10.26)を式(10.23)の右辺に代入すると次の式を得ることができる。 

任意の陽イオンMを考えて式(10.27.2)の右辺中に現れるλMMを求めると，電気的中性条件より次のよう

に0と等しくなる。 
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a a'

  (10.24)
2 2

  (10.25)
2 2

  (10.26)
2 2

z z
B

z z

z z
z z

z z
z z

λ λ λ

λ Φ λ λ

λ Φ λ λ

= − −

= + +

= + +

2 c' c
c cc c c' cc' cc c'c'2

c c c<c' c c'

a a' a2c
c a ca cc aa a aa a a' aa' aa a'a'

c a a a a<a'c a a a'

1 2
2 2

2 2   (10.27.1)
2 2 2 2

i j ij
i j

z zn n m m m
z zW

z z zzm m B m m m
z z z z

λ λ Φ λ λ

λ λ λ Φ λ λ

 
= + + + 

 

   
+ − − + + + +      

   

∑∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

a2 c' c
M MM M c' MM M c MM M a MM

M<c' c<M aM M M

M
M M c' c' c c a a MM

M<c' c<M aM
  (10.28.1)

0  (10.28.2)

zz zm m m m m m m
z z z

m m z m z m z m z
z

λ λ λ λ

λ

    
+ + −            

 
= + + − 

 

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

2 c' c
c a ca c c' cc' a a' aa' c cc c c' cc c'c'

c a c c<c' a a<a' c c c<c' c c'

a a' a2 c
c a cc a aa a a' aa a'a' c a aa

c a a a a<a' c ac a a' a

2 2 2

  (10.2

z zm m B m m m m m m m
z z

z z z zm m m m m m m
z z z z

Φ Φ λ λ λ

λ λ λ λ λ

 
= + + + + + 

 

    
− + + + −              

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ 7.2)
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同様に，任意の陰イオンXを考えて式(10.27.2)の右辺中に現れるλXXを求めると，電気的中性条件より

次のように0と等しくなる。 
 
 

 
 

 
 

したがって，式(10.27.2)の右辺をさらに次のように整理することができる。 
 
 
 

今度は式(10.22)の右辺で3イオン間相互作用の総和を取っている項をC，ψ，およびZを用いて表すこ

とを考える。まず，同符号の電荷を持つイオンの3体間相互作用は無視できると考える。したがって，

i，j，kが同一種類のイオンを表す場合もこの時に除外している。そして，i，j，kの符号で次のように

場合分けする。 
(1)同一種類の2つの陽イオンと1つの陰イオンの間での相互作用の総和。 
(2)同一種類の2つの陰イオンと1つの陽イオンの間での相互作用の総和。 
(3)種類が異なる2つの陽イオンと1つの陰イオンの間での相互作用の総和。 
(4)種類が異なる2つの陰イオンと1つの陽イオンの間での相互作用の総和。 
(1)から(4)の和を取ると次式が成立する。 

 
 
 
 
 

右辺の第一項が(1)，第二項が(2)，第三項が(3)，第四項が(4)に相当する。3イオン間相互作用を表すψ
を用いて，τcc'aとτcaa'を表すと次のようになる。 

 
 
 
 
 

式(10.32)と式(10.33)を式(10.31)の右辺に代入すると次式を得ることができる。 
 
 
 
 

2 a' a c
X XX X a' XX X a XX c X XX

X<a' a<X cX X X

X
X X a' a' a a c c XX

X<a' a<X cX
  (10.29.1)

0  (10.29.2)

z z zm m m m m m m
z z z

m m z m z m z m z
z

λ λ λ λ

λ

    
+ + −          

     

 
= + + − 

 

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

c a ca c c' cc' a a' aa'2
c a c c<c' a a<a'

1 =2 2 2   (10.30)i j ij
i j

n n m m B m m m m
W

λ Φ Φ+ +∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑

2 2
c a cca c a caa c c' a cc'a3

c a c a c c<c' a

c a a' caa'
c a a<a'

1 3 3 6

6   (10.31)

i j k ijk
i j k

n n n m m m m m m m
W

m m m

τ τ τ τ

τ

= + +

+

∑∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

c' c
cc'a cc'a cca c'c'a

c c'

a' a
caa' caa' caa ca'a'

a a'

3 36   (10.32)

3 3
6   (10.33)

z z
z z

z z
z z

τ ψ τ τ

τ ψ τ τ

= + +

= + +
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τccaとτcaaとτc'c'aとτca'a'は二成分系に関する量であるので，二成分系で用いたCを用いる。陽イオンがcで
陰イオンがaの場合にはCは次の式(10.35)で表すことができる。 

 
 
 

そして，三成分系で考えたZを多成分系に拡張して式(10.36)のように定義する。 
 
 

陽イオンの質量モル濃度に陽イオンの電荷数をかけあわせたものの総和は，陰イオンの質量モル濃度に陰

イオンの電荷数をかけあわせたものの総和と等しくなる。したがって，式(10.36)より次の二つの等式が得

られる。 

 
 
 
 
 

式(10.35)から式(10.38)を用いて式(10.34)中で任意の陽イオンMと任意の陰イオンXに関するτMMXと 
τMXXが現れる項をまとめる。まず，τMMXが現れる項の総和は次のようになる。 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
同様にして，τMXXが現れる項の総和は次のようになる。 
 
 
 

 
 

2 2 c' c
c a cca c a caa c c' a cc'a cca c'c'a3

c a c a c c<c' a c c'

a' a
c a a' caa' caa ca'a'

c a a<a' a a'

3 31 3 3

3 3
  (10.34)

i j k ijk
i j k

z zn n n m m m m m m m
z zW

z z
m m m

z z

τ τ τ ψ τ τ

ψ τ τ

 
= + + + + 

 

 
+ + +  

 

∑∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

cca caa
ca

c a

3   (10.35)
2

C
z z
τ τ 

= +  
 

c c
c

a a
a

1   (10.37)
2

1   (10.38)
2

m z Z

m z Z

=

=

∑

∑

2 c' c
M X MMX M X c' MMX M X c MMX

M<c' c<MM M

M X
M M c' c' c c MMX

M<c' c<MM

M X
c c MMX

cM

MMX
M X

M

3 3 3

3   (10.39.1)

3   (10.39.2)

3   (10.39.3)
2

z zm m m m m m m m
z z

m m m z m z m z
z

m m m z
z

Zm m
z

τ τ τ

τ

τ

τ

   
+ +   

   

 
= + + 

 

 
=  

 

 
=  

 

∑ ∑

∑ ∑

∑

  (10.36)i i
i

Z m z= ∑
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そこで，式(10.39.3)と式(10.40.3)の右辺をまとめると，次の式(10.41)を得ることができる。 

 
 
 

この結果を用いると式(10.34)を次のようにまとめることができる。 
 
 
 

以上より，多成分系混合電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーは，式(10.22)の右辺に式(10.30)と式(1
0.42)として得られた結果を代入して，次のように求めることができる。 

 
 
 
 
 

この式は，Pitzer (1979)中のEq. (65)でありPitzer (1995)中のEq. (17-8)である。 
10.3 浸透係数 

四成分系以上の多成分系混合電解質水溶液中の水の浸透係数を示す。過剰ギブスエネルギーから浸

透係数を求める式を式(10.19.2)として求めた。イオンの物質量（モル）を一手にして水の質量に関す

る偏導関数を求める必要がある。そこで式(10.22)として与えた過剰ギブスエネルギーの計算式から浸

透係数を与える式を導く。式(10.22)の両辺をRTW倍して得られるGEを式(10.19.2)の右辺に代入する。

そして，式(10.19.2)の両辺を∑mi倍すると式(10.44.1)となる。右辺を変形して式(10.44.2)を求めること

ができる。 

MMX MXX
M X M X M X MX

M X

3 3   (10.41)
2 2

Zm m Zm m Zm m C
z z

τ τ  
+ =       

c a ca c c' a cc'a c a a' caa'3
c a c c<c' a c a a<a'

1   (10.42)i j k ijk
i j k

n n n Zm m C m m m m m m
W

τ ψ ψ= + +∑∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

E

c a ca c c' cc' a a' aa'
c a c c<c' a a<a'

c a ca c c' a cc'a c a a' caa'
c a c c<c' a c a a<a'

2

  (10.43)

G f m m B m m m m
RTW

Zm m C m m m m m m

Φ Φ

ψ ψ

 
= + + + 

 

 
+ + + 
 

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

2 a' a
M X MXX M X a' MXX M X a MXX

X<a' a<XX X

M X
X X a' a' a a MXX

X<a' a<XX

M X
a a MXX

aX

MXX
M X

X

3 3 3

3   (10.40.1)

3   (10.40.2)

3   (10.40.3)
2

z zm m m m m m m m
z z

m m m z m z m z
z

m m m z
z

Zm m
z

τ τ τ

τ

τ

τ

   
+ +      

   

 
= + + 

 

 
=  

 

 
=   

 

∑ ∑

∑ ∑

∑
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式(10.44.2)の右辺中でλのWに関する偏導関数を求めるために，まずイオン強度のWに関する偏導関

数を求めておく。式(10.45.1)で示すイオン強度のWに関する偏導関数の計算式を変形していくと式(10.
45.2)，式(10.45.3)を経て式(10.45.4)として求めることができる。 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

そこで，λijのWに関する偏導関数は式(10.46.1)に式(10.45.4)を代入して式(10.46.2)として求めることが

できる。 
 
 
 
 

式(10.46.2)を式(10.44.2)に現れるブレース内の項に代入して整理していくと次のようになる。 
 
 
 
 
 
 

つまり，次式を得ることができる。 
 
 
 

 

( ) ( )

( )

2
, , 

, , , , 

'
2

, , 

1   (10.44.1)

1

i
i i

i

i j ij i j k ijk
i j i j k

i
p T n

p T n p T n

i j ij i j ij
i j i jp T n

n n n n n
m Wf

W W W W W

If f W n n n n
WW

λ τ
φ

λ λ

      
∂ ∂ ∂        − = − − −        ∂ ∂ ∂              

   ∂= − − −    ∂    

∑∑ ∑∑∑
∑

∑∑ ∑∑ 3

2
  (10.44.2)

i j k ijk
i j k

n n n

W

τ 
  +  
    

∑∑∑

( ) ( )' '11 2   (10.48)i j ij ij i j k ijk
i j i j ki

If f m m I m m m
m

φ λ λ τ
 

− = − + + + 
  

∑∑ ∑∑∑
∑

( ) ( )
( )

( ) ( )

'

'
2 3

' '

2
1   (10.47.1)

= 2   (10.47.2)

i j ij ij i j k ijk
i j i j k

i

i j ij ij i j k ijk
i j i j k

n n I n n n
m If f

W W

If f m m I m m m

λ λ τ
φ

λ λ τ

+  
 − = − + +  
 
 

− + + +

∑∑ ∑∑∑
∑

∑∑ ∑∑∑

2

, , , , 

2

, , 

2

2

1   (10.45.1)
2

=   (10.45.2)
2

  (10.45.3)
2

  (10.45.4)

i i

i

i i
ip T n p T n

i i
i

p T n

i i
i

I m z
W W

n z

W W

n z

W

I
W

  ∂ ∂  =    ∂ ∂    

  
 ∂  
  ∂  

  

= −

= −

∑

∑

∑

, , , , 

'

  (10.46.1)

  (10.46.2)

i i

ij ij

p T n p T n

ij

I
W W I

I
W

λ λ

λ

∂ ∂   ∂
=   

∂ ∂ ∂   

 = − 
 
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三成分系で行ったように式(10.48)をf φ，Bφ，Cφ，Φ，Φ'，ψおよびZを用いて表すことを考える。ま

ず，式(10.48)の右辺で最初の括弧内の項は，式(2.24)で定義したfφを用いて式(10.49)のように表すこと

ができる。 
 
 

 
 

次に，式(10.48)の右辺中に現れる '( )+i j ij ijm m Iλ λ の総和を次の5つの場合に分けて考える。 
(1)iとjの符号が異なる時。 
(2)iとjが同種の陽イオンである時。 
(3)iとjが種類の異なる陽イオンである時。 
(4)iとjが同種の陰イオンである時。 
(5)iとjが種類の異なる陰イオンである時。 
このように場合分けすると，次の等式を得ることができる。 

 
 
 
 

ここで，三成分系と同様にBφを多成分系に適用するために陽イオンと陰イオンの組み合わせを下付き

文字にしてBφに付けて表す。 
 
 

 
式(10.51)よりca間相互作用と関連する項を次のようにBφを用いて表すことができる。 

 
 
 

さらに，温度・圧力が一定の条件下でλcc'とλaa'のIに関する偏導関数をΦ 'にイオンの組み合わせを下付

き文字として付けて次のように表す。 
 
 
 
 
 

このように表すと，cc'間相互作用やaa'間相互作用と関連する項を次のようにΦとΦ 'を用いて表すこと

ができる。 
 
 

'

'

1   (2.24*)
2

2   (10.49)

ff f
I

If f If

φ

φ

 = − 
 

− =

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

' ' 2 ' '
c a ca ca c cc cc c c' cc' cc'

c a c c c<c'

2 ' '
a aa aa a a' aa' aa'

a a a<a'

2 2

2   (10.50)

i j ij ij
i j

m m I m m I m I m m I

m I m m I

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

+ = + + + + +

+ + + +

∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( )a ' ' 'c
ca cc cc ca ca aa aa

c a
  (10.51)

2 2
z zB I I I
z z

φ λ λ λ λ λ λ= + + + + +

' ' ' 'c' c
cc' cc' cc c'c'

c c'

a' a' ' ' '
aa' aa' aa a'a'

a a'

  (10.53)
2 2

  (10.54)
2 2

z z
z z

z z
z z

Φ λ λ λ

Φ λ λ λ

= − −

= − −

( ) ( )a' ' 'c
ca ca ca cc cc aa aa

c a
  (10.52)

2 2
z zI B I I
z z

φλ λ λ λ λ λ+ = − + − +
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式(10.52)，式(10.55)，および式(10.56)を式(10.50)に代入すると次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ここで式(10.57.2)の右辺において任意の陽イオンMを考えて '
MM MMIλ λ+ をかけあわせる項を計算す

ると次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 

式(10.58.1)の右辺で二番目の括弧内の項は水溶液が電気的に中性であるので0と等しくなる。同様に，

式(10.57.2)の右辺について，任意の陰イオンXを考えて '
XX XXIλ λ+ が現れる項を計算すると次のよう

に0と等しくなる。 
 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' ' ' 'c' c
cc' cc' cc' cc' cc cc c'c' c'c'

c c'

a' a' ' ' '
aa' aa' aa' aa' aa aa a'a' a'a'

a a'

  (10.55)
2 2

  (10.56)
2 2

z zI I I I
z z

z z
I I I I

z z

λ λ Φ Φ λ λ λ λ

λ λ Φ Φ λ λ λ λ

+ = + + + + +

+ = + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a' ' ' 2 'c
c a ca cc cc aa aa c cc cc

c a cc a

' ' 'c' c
c c' cc' cc' cc cc c'c' c'c'

c c<c' c c'

a'2 ' ' '
a aa aa a a' aa' aa' aa aa

a a

2
2 2

2
2 2

2
2

i j ij ij
i j

z zm m I m m B I I m I
z z

z zm m I I I
z z

z
m I m m I I

z

φλ λ λ λ λ λ λ λ

Φ Φ λ λ λ λ

λ λ Φ Φ λ λ

 
+ = − + − + + + 
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式(10.58.2)と式(10.59.2)の結果より式(10.57.2)は次のようになる。 
 
 
 

次に，式(10.48)の右辺中でmimjmkτijkの総和を次の5つの場合に分けて考える。 
(1)iとjとkが同符号の時。この時は，τijk = 0とおく。 
(2)iとjとkのうちの2つが同種の陽イオンで，残りの1つは陰イオンの時。 
(3)iとjとkのうちの2つが種類の異なる陽イオンで，残りの1つは陰イオンの時。 
(4)iとjとkのうちの2つが同種の陰イオンで，残りの1つは陽イオンの時。 
(5)iとjとkのうちの2つが種類の異なる陰イオンで，残りの1つは陽イオンの時。 
以上のように場合分けして，mimjmkτijkの総和の2倍を表すと次のようになる。 

 
 
 
 

式(10.61)の右辺に式(10.32)と式(10.33)を代入して整理すると次の式(10.62)のようになる。 
 
 
 
 
 

右辺に残っているτは二種類のイオン間相互作用を表しているものだけである。そこで，式(10.62)の右

辺において任意の陽イオンMと陰イオンXを考えてτMMXが現れる項をまとめる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )

( )

a' a2 'c
X c X X a' X a XX XX

c X<a' a<XX X X

'X
XX XX X X a' a' a a c c

X<a' a<X cX
  (10.59.1)

0  (10.59.2)
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次にτMXXが現れる項をまとめる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(10.63.3)と式(10.64.3)の右辺の和を式(2.29.3)で定義したCφを用いて表すことができる。Cφにイオン

の組み合わせを下付き文字として付けて表すことにする。 
 
 
 

 
 
 

したがって，式(10.61)の右辺を次のように表すことができる。 
 
 
 

以上より，式(10.48)の右辺を式(10.49)，式(10.60)，式(10.66)を用いて次のように表すことができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(10.67.2)が混合電解質水溶液中の水の浸透係数を与える式である。この式は，Pitzer and Kim (1974)
中のEq. (11)に相当し，Pitzer (1979)中のEq. (56)に相当する。 
 

c a ca
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10.4 イオンの平均活量係数 
三成分系と同様に，陽イオンの活量係数と陰イオンの活量係数を表す式を求めた後で，イオンの平

均活量係数を表す式を求める。まず，陽イオンMの活量係数を求める。式(10.21.1)として求めたイオ

ンの活量係数と過剰ギブスエネルギーとの間の関係式に過剰ギブスエネルギーを表す式を代入する。

過剰ギブスエネルギーを与える式を式(10.43)として先にまとめているが，niに関する偏導関数を考え

るので式(10.22)より計算式を導く。式(10.22)の両辺をRTW倍して得られるGEを式(10.21.1)の右辺に代

入する。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(10.68.3)より陽イオンMの活量係数を表す式は次のようになる。 
 
 
 

式(10.69)に式(2.74)で与えた f 'と f γの関係式とおよび式(2.78)で与えた f γの計算式を代入すると次の式

(10.70)を得ることができる。 
 

 

 
 
 

 
 
 

三成分系で行ったように式(10.70)をBφ，Cφ，Φ，Φ'，ψおよびZを用いて表すことを考える。まず，

式(10.70)の右辺中でmjλMjの総和を次の2つの場合に分けて考える。 
(1)jが陽イオンの時。 
(2)jが陰イオンの時。 
このようにすると，mjλMjの総和を次式で表すことができる。 
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ここで，λMcとλMaをΦMcとBMaを用いて式(10.72)と式(10.73)のように表す。そして，これらの式を式(10.
71)に代入すると式(10.74.1)を得ることができ，式(10.74.1)は式(10.74.2)を経て式(10.74.3)として表すこ

とができる。 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
式(10.74.2)で最初の括弧内の値は水溶液が電気的に中性であることから0と等しくなることを適用し

て式(10.74.3)を求めている。 
次に，式(10.70)の右辺中でmjmkτMjkの総和を次の5つの場合に分けて考える。 

(1)jとkが陽イオンの時。この時，τMjkは0と等しい。 
(2)jとkのいずれかがMであり，他方は陰イオンである時。 
(3)jとkのいずれかがMではない陽イオンであり，他方は陰イオンである時。 
(4)jとkが同種の陰イオンである時。 
(5)jとkが種類の異なる陰イオンである時。 
このように場合分けすると，次の等式を得ることができる。 

 
 

 
ここで，右辺中のτMcaとτMaa'をψを用いて次のように表す。 

 
 
 
 
 

このようにすると，式(10.75)を次のように表していくことができる。 
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式(10.78.3)の右辺をまとめていく。まず，式(10.78.3)の右辺で最初の総和をc ≠ Mで取っているが，c 
= Mの時にψMca = 0となるので最初の総和をすべて陽イオン（すべてのc）について求めた値と等しく

なる。つまり，次の等式が成立する。 
 
 

さらに，式(10.78.3)の右辺で二番目の総和をa < a'で取っているが，a = a'の時にψMaa' = 0となるので

総和をすべての陰イオン（すべてのaとa'）について求めた値の2分の1と等しくなる。つまり，次の等

式が成立する。 
 
 
 

そして式(10.78.3)の右辺において括弧で括ってτMMaをかけあわせている項をZを用いて次の式(10.81.2)
のように表すことができる。 

 
 
 
 

 
今度は，式(10.78.3)の右辺のブラケット内を計算する。まず，任意の陰イオンYを考えてτMYYを含む

2c M
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a c M a c aM M

MMa
a

a M

3 3   (10.81.1)

3   (10.81.2)
2

m z m m z m m z m
z z

Z m
z

τ τ

τ

≠

    
+ =     

     

  
=   

   

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑

c a Mca c a Mca
c M a c a

  (10.79)m m m mψ ψ
≠

=∑ ∑ ∑∑

a a' Maa' a a' Maa'
a a<a' a a'

1   (10.80)
2

m m m mψ ψ=∑ ∑ ∑∑
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項を計算すると次のようになる。 
 
 
 
 

 
 
 
 

式(10.82.2)の結果より，式(10.78.3)の右辺のブラケット内を3倍した式は次のように表すことができる。 
 
 
 

式(10.78.3)の右辺の最後の総和を簡略化することはできない。このままでも良いが，ここでは次のよ

うにしてCを含む式に変形する。 
 
 
 
 
 

 
これまで示してきた式(10.79)，式(10.80)，式(10.81.2)，式(10.83)，式(10.84.2)を用いると，式(10.75)

を次のように表すことができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 最後に，式(10.70)の右辺中で '
j k jkm m λ の総和を次の5つの場合に分けて考える。 

(1)jとkが同種の陽イオンの時。 
(2)jとkがいずれも陽イオンで，種類が異なる時。 
(3)jとkの符号が異なる時。 
(4)jとkが同種の陰イオンである時。 

a' a2
Y MYY Y a' MYY Y a MYY

Y<a' a<YY Y

Y
Y Y a' a' a a MYY

Y<a' a<YY

Y MYY

Y

  (10.82.1)

  (10.82.2)
2

z z
m m m m m

z z

m m z m z m z
z

Zm
z

τ τ τ

τ

τ

   
+ +      

   

 
= + + 

 

=

∑ ∑

∑ ∑

cca caa cca caaM
c a cca M c a M c a

c a c a c ac c a c a

cca caa
M c a ca M c a

c a c a c a

3 33   (10.84.1)
2 2

3   (10.84.2)
2

zm m z m m z m m
z z z z z

z m m C z m m
z z

τ τ τ τ
τ

τ τ

       
= + + −                      

  
= + −      

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

MMa Maa
M c a Mca a a' Maa' a a

c a a a' a aM a

cca caa
M c a ca M c a

c a c a c a

c a Mca a a' Maa'
c a a a'

1 3 3
2 2 2

3   (10.85.1)
2

1
2

j k jk
j k

m m m m m m Z m Z m
z z

z m m C z m m
z z

m m m m

τ τ
τ ψ ψ

τ τ

ψ ψ

    
= + + +               

  
+ + −      

= + +

∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ a Ma M c a ca
a c a

cca caa
M c a

c a c a

3   (10.85.2)
2

Z m C z m m C

z m m
z z
τ τ

+

  
+ −      

∑ ∑∑

∑∑

a' a2 Maa
a Maa a a' Maa Ma'a' a

a a a<a' aa a' a

33   (10.83)
2

z z
m m m Z m

z z z
τ

τ τ τ
      

+ + =                  
∑ ∑ ∑ ∑
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(5)jとkが種類の異なる陰イオンである時。 
このように場合分けすると，次の等式を得ることができる。 

 
 
 
 
 

ここで，右辺中の '
cc'λ と '

caλ と '
aa'λ を '

cc'Φ と '
caB と '

aa'Φ を用いて次のように表す。 
 
 
 
 
 
 
 
 

そして，式(10.87)から式(10.89)を式(10.86)の右辺に代入する。この結果，式(10.86)の右辺は次のよう

になる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

式(10.90.2)の右辺をまとめていく。まず，最初のブラケット内を計算する。任意の陽イオンNについ

て， '
NNλ をかけあわせている項をまとめると次のようになる。 

 
 

' ' ' 'c' c
cc' cc' cc c'c'

c c'

a' ' ' 'c
ca ca cc aa

c a

a' a' ' ' '
aa' aa' aa a'a'

a a'

  (10.87)
2 2

  (10.88)
2 2

  (10.89)
2 2

z z
z z

z zB
z z

z z
z z

λ Φ λ λ

λ λ λ

λ Φ λ λ

= + +

= − −

= + +

2 '
M

2 2 ' ' ' 2 ' '
M c cc c c' cc' c a ca a aa a a' aa'

c c c<c' c a a a a<a'

1
2

1 2 2 2   (10.86)
2

j k jk
j k

z m m

z m m m m m m m m

λ

λ λ λ λ λ
 

= + + + + 
 

∑∑

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

2 2 ' ' ' 2 ' '
M c cc c c' cc' c a ca a aa a a' aa'

c c c<c' c a a a a<a'

a2 2 ' 2 ' ' ' 2 ' ' 'c' c c
M c cc M c c' cc' cc c'c' M c a ca cc aa

c c c<c' c ac c' c a

2
M

1 2 2 2
2

1  
2 2 2 2 2

1
2

z m m m m m m m m

zz z zz m z m m z m m B
z z z z

z m

λ λ λ λ λ

λ Φ λ λ λ λ

 
+ + + + 

 

  
= + + + + − −       

+

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑∑

a' a2 ' 2 ' ' '
a aa M a a' aa' aa a'a'

a a a<a' a a'
   (10.90.1)

2 2
z z

z m m
z z

λ Φ λ λ
 

+ + +  
 

∑ ∑ ∑

2 ' 2 ' 2 '
M c c' cc' M c a ca M a a' aa'

c c<c' c a a a<a'

a2 2 ' ' ' 'c' c
M c cc c c' cc c'c' c a cc

c c c<c' c ac c' c

a' a2 2 ' ' '
M a aa a a' aa a'a'

a a a'

1  
2

1  
2

z m m z m m B z m m

zz zz m m m m m
z z z

z z
z m m m m

z z

Φ Φ

λ λ λ λ

λ λ λ

= + +

   
+ + + −          

 
+ + + −  

 

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑∑

∑ 'c
c a aa

a a<a' c a a
  (10.90.2)zm

z
λ

  
      

∑ ∑ ∑∑
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水溶液が電気的に中性であるので式(10.91.1)の括弧内は0と等しい。任意の陽イオンについて0である

ので，最初のブラケット内の値は0と等しい。式(10.89.2)の右辺で二番目のブラケット内も次の通り0
と等しくなる。任意の陰イオンYについて， '

YYλ をかけあわせている項をまとめる。 

 
 
 

 

 

 

 

 

式(10.91.1)と同様に水溶液が電気的に中性であるので式(10.92.1)の括弧内は0と等しい。 

以上より，式(10.90.2)に式(10.91.2)と式(10.92.2)として得られた結果を代入することによって，式(1
0.86)の左辺を次のように表すことができる。 

 

 

 

c = c'の時には '
cc' 0Φ = であり，a = a'の時には '

aa' 0Φ = であるので，式(10.93)の右辺をさらに次のよう

に簡略化して表すことができる。 
 
 

 

 

以上で陽イオンMの活量係数を表す式の準備を終えた。活量係数を表す式は，式(10.74.3)，式(10.8
5.2)，式(10.94)として得られた結果を式(10.70)に代入して次のように得ることができる。 

 

2 ' c cc a aa
M M a Ma c Mc M c a Mca a a' Maa'

a c c a c a a a'c a

2 ' 2 'cca caa
a Ma M c a ca M c a M c c' cc' M c a ca

a c a c a c c' c ac a

2
M

1 1ln 2 2
2 2

3 1
2 2

1
2

m mz f m B m z m m m m
z z

Z m C z m m C z m m z m m z m m B
z z

z m

λ λ
γ Φ ψ ψ

τ τ
Φ

 
= + + + − + +  

 

  
+ + + − + +      

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

( )

( )

'
a a' aa'

a a'

2 ' 2 ' 2 '
M a Ma Ma c Mc c a M ca M ca Mca M c c' cc'

a c c a c c'

2 ' c cc a aa cca caa
a a' M aa' Maa' M c a

a a' c a c ac a c a

  (10.95.1)

1 1 12 2
2 2 2

1 3
2 2

m

z f m B ZC m m m z B z C z m m

m mm m z z m m
z z z z

Φ

Φ ψ Φ

λ λ τ τ
Φ ψ

 = + + + + + + + 
 

   
+ + + − + −     

   

∑∑

∑ ∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑∑   (10.95.2)
 
   

a2 ' ' ' 'c' c
N NN N c' NN N c NN N a NN

N<c' c<N aN N c

'N
N N c' c' c c a a NN

N<c' c<N aN
  (10.91.1)

0  (10.91.2)

zz zm m m m m m m
z z z

m m z m z m z m z
z

λ λ λ λ

λ

    
+ + −            

 
= + + − 

 

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

2 ' 2 ' 2 ' 2 '
M M c c' cc' M c a ca M a a' aa'

c c' c a a a'

1 1 1   (10.94)
2 2 2j k jk

j k
z m m z m m z m m B z m mλ Φ Φ= + +∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

a' a2 ' ' ' 'c
Y YY Y a' YY Y a YY c Y YY

Y<a' a<Y cY Y Y

'Y
Y Y a' a' a a c c YY

Y<a' a<Y cY
  (10.92.1)

0  (10.92.2)

z z zm m m m m m m
z z z

m m z m z m z m z
z

λ λ λ λ

λ

     
+ + −          

     

 
= + + − 

 

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

2 ' 2 ' 2 ' 2 '
M M c c' cc' M c a ca M a a' aa'

c c<c' c a a a<a'

1   (10.93)
2 j k jk

j k
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式(10.95.2)が陽イオンMの活量係数を表す式となる。この式はPitzer (1979)中のEq. (89)に相当する。 

陰イオンの活量係数も陽イオンの同様にして求めることができる。式(10.68.3)で求めたイオンの活

量係数の計算式より，陰イオンXの活量係数を式(10.70)と同じようにAφを用いて次のように求めるこ

とができる。 
 

 

 

 
陽イオンで行ったように式(10.95)をBφ，Cφ，Φ，Φ'，ψおよびZを用いて表すことを考える。まず，

式(10.95)の右辺中でmjλXjの総和を次の2つの場合に分けて考える。 
(1)jが陽イオンの時。 
(2)jが陰イオンの時。 
こうすると，mjλXjの総和を次式で表すことができる。 

 

 

 

ここで，λcXとλXaをΦXaとBcXを用いて式(10.98)と式(10.99)のように表す。そして，これらの式を式(10.
97)に代入して変形すると式(10.100.3)を得ることができる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

式(10.100.2)から式(10.100.3)を求める際に最初の括弧内の値が電気的中性より0と等しくなることを利

用している。 
次に，式(10.96)の右辺中でmjmkτXjkの総和を次の5つの場合に分けて考える。 

(1)jとkが陰イオンの時。この時，τXjkは0と等しい。 
(2)jとkのいずれかがXであり，他方は陽イオンである時。 
(3)jとkのいずれかがXではない陰イオンであり，他方は陽イオンである時。 
(4)jとkが同種の陽イオンである時。 
(5)jとkが種類の異なる陽イオンである時。 

( )
1 2

2 1 2 2 '
X X X X X1 2

2 1ln ln 1 2   (10.96)
21

/
/

j j j k jk jk/
j j k

Iz A bI m m m z
bbIφγ λ τ λ

   = − + + + + +   +    
∑ ∑∑

X c cX a Xa
c a

2 2 2   (10.97)j j
j

m m mλ λ λ= +∑ ∑ ∑

a X
Xa Xa XX aa

X a

X c
cX cX cc XX

c X

  (10.98)
2 2

  (10.99)
2 2

z z
z z

z zB
z z

λ Φ λ λ

λ λ λ

= + +

= − −

aX Xc
X c cX cc XX a Xa XX aa

c ac X X a

a aa c ccXX
c cX a Xa a a c c X

c a a c a cX a c

a a
c cX a Xa X

c a

2 2 2   (10.100.1)
2 2 2 2

2 2   (10.100.2)

2 2

j j
j

zz zzm m B m
z z z z

m mm B m m z m z z
z z z

mm B m z

λ λ λ Φ λ λ

λ λλΦ

λ
Φ

  
= − − + + +     

   

  
= + + − + −       

= + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ a c cc

a ca c
  (10.100.3)m

z z
λ 

−  
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∑ ∑
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このように場合分けすると，次の等式を得ることができる。 
 
 
 

ここで，右辺中のτcXaとτcc'Xを次の式(10.102)と式(10.103)を用いてψで表し，式(10.101)の右辺を変形し

ていく。 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

式(10.104.3)の右辺をまとめていく。まず，式(10.104.3)の右辺で最初の総和をa ≠ Xで取っているが，

a = Xの時にψcXa = 0となるので最初の総和をすべての陰イオン（すべてのa）について求めた値と等

しくなる。つまり，次の等式が成立する。 
 

 
さらに，式(10.104.3)の右辺で二番目の総和をc < c'で取っているが，c = c'の時にψcc'X = 0となるので

総和をすべての陽イオン（すべてのcとc'）について求めた値の2分の1と等しくなる。つまり，次の等

式が成立する。 
 
 

2
X X c cXX c a cXa c ccX c c' cc'X

c c a X c c c<c'
6 6 3 6   (10.101)j k jk

j k
m m m m m m m m mτ τ τ τ τ

≠
= + + +∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

a X
cXa cXa cXX caa

X a

c' c
cc'X cc'X ccX c'c'X

c c'

3 3
6   (10.102)

3 36   (10.103)

z z
z z

z z
z z

τ ψ τ τ

τ ψ τ τ

= + +

= + +

a X 2
X X c cXX c a cXa cXX caa c ccX

c c a X cX a

c' c
c c' cc'X ccX c'c'X

c c<c' c c'

3 3
6 3

3 3   (10.104.1)
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 
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 
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∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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3 3
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 
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次に，式(10.104.3)の右辺において括弧で括ってτcXXをかけあわせる項をZを用いて次の式(10.107.2)の
ように表すことができる。 

 
 

 
 
 
 

今度は式(10.104.3)の右辺のブラケット内を計算する。まず，任意の陽イオンNを考えてτNNXを含む項

を計算すると次のようになる。 
 

 
 
 

 
 
 

式(10.108.2)の結果より，式(10.104.3)の右辺のブラケット内を3倍した式を次のように表すことができ

る。 
 
 
 

式(10.104.3)の右辺の最後の総和を簡略化することはできない。このままでも良いが，ここでは次のよ

うにしてCを含む式に変形する。 
 
 
 
 
 
 

これまで示してきた式(10.105)，式(10.106)，式(10.107.2)，式(10.109)，式(10.110.2)を用いると，式(1
0.101)の左辺を次のように表すことができる。 
 
 
 
 
 
 

cXX cXX
X X c c a a a X c

c c a X a cX X

cXX
c

c X

3 3   (10.107.1)

3   (10.107.2)
2

m z m m m z m z m
z z

Z m
z

τ τ

τ

≠

    
+ =            

  
=       

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑

2 c' c
N NNX N c' NNX N c NNX

N<c' c<NN N

N
N N c' c' c c NNX

N<c' c<NN

N NNX

N

  (10.108.1)

  (10.108.2)
2

z zm m m m m
z z

m m z m z m z
z

Zm
z

τ τ τ

τ

τ

   
+ +   

   

 
= + + 

 

=

∑ ∑

∑ ∑

2 c' c ccX
c ccX c c' ccX c'c'X c

c c c<c' cc c' c

33   (10.109)
2

z zm m m Z m
z z z

τ
τ τ τ

      
+ + =      

         
∑ ∑ ∑ ∑

X cca caa caa cca
c a caa X c a X c a

c a c a c aa c a a c

caa cca
X c a ca X c a

c a c a a c

3 33   (10.110.1)
2 2

3   (10.110.2)
2

z
m m z m m z m m

z z z z z

z m m C z m m
z z

τ τ τ τ
τ

τ τ

        
= + + −                        

  
= + −      

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑



兵庫教育大学 澁江靖弘 
（シブエ ヤスヒロ） 

電解質水溶液の熱力学（その２） 42 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 最後に，式(10.99)の右辺中で '
jkλ を含む項の総和を考える。この総和は式(10.94)中のzMをzXに置き換

えたものと等しい。したがって，次のようになる。 
 
 

 
以上で陰イオンXの活量係数を表す式の準備を終えた。活量係数を表す式は，式(10.96)に式(10.100.

3)，式(10.111.2)，式(10.112)として得られた結果を代入して得ることができる。 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

式(10.113.2)が陰イオンXの活量係数を表す式となる。 

任意の陽イオンMと任意の陰イオンXの活量係数を与える式を求めることができたので，これらの

イオンの平均活量係数γ±, MXを与える式を求める。三成分系に関して用いた式(9.88.3)をそのまま適用

することができる。 
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式(9.88.3)の右辺に，式(10.95.2)として与えたlnγMと式(10.113.2)として与えたlnγXを代入する。この結

果，次式を得ることができる。 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

式(10.114.2)がイオンの平均活量係数を与える式である。この式は，Pitzer and Kim (1974)中のEq. (15)
に相当し，Pitzer (1979)中のEq. (58)に相当する。 
 

11. 電気的に中性である化学種を含む三成分系電解質水溶液 
11.1 水溶液の過剰ギブスエネルギー 

水に電解質Qと電気的に中性である化学種Oが溶解している三成分系水溶液のPitzer式を示す。Oと

してSiO2など常温では固体である物質を取り扱った報告（例えば，Azaroual et al., 1997）やメタンな

どの気体を取り扱った報告（例えば，Barta and Bradley, 1985; Clegg and Brimblecombe, 1990）があ

る。この三成分系水溶液の取り扱いは，三成分系混合電解質水溶液の取り扱いとほぼ同じである。そ

こで，解説を簡略化する。 
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1モルの電解質Qが完全電離してνMモルの陽イオンMとνXモルの陰イオンXが生じることを考え，陽

イオンと陰イオンの電荷数をそれぞれzMとzXと表す。水溶液中のM，X，Oの質量モル濃度を，それぞ

れ，mM，mX，mOと表し，Qの質量モル濃度をmQと表す。ここでは，Oの標準状態を任意の温度・圧力

条件において溶質が無限希釈状態にある時とおく。 
混合電解質水溶液と同様に考えて浸透係数を次式のように定義する。 

 
 
 

この水溶液中には，nMモルのM，nXモルのX，nOモルのOとnwモルの水が含まれているとする。混合

ギブスエネルギーは，M，X，Oの化学ポテンシャル(μM，μX，μO)とこれらの標準状態における化学ポ

テンシャル( Mµ
 ， Xµ

 ， O
µ )および水の化学ポテンシャルを用いて次のように表すことができる。 

 
 

M，X，Oの活量係数(γM，γX，γO)とこれらの質量モル濃度，浸透係数，および水の質量Wを用いて混

合ギブスエネルギーを表すと次式のようになる。 
 

 
さて，mM + mX + mOが0に近づくとφは1に近づく。二成分系などでこれまで示してきたことを拡張

して考えると，これを容易に示すことができる。まず，水の活量係数が組成によらず常に1に等しい

仮想的な水溶液を考える。この時，水の活量は水のモル分率と等しくなる。水1 kg中に含まれている

水の物質量（モル）をmwと表して，mwを用いて浸透係数を表した後に変形していくと式(11.4.3)のよ

うになる。 
 
 
 
 
 
 
 

(mM + mX + mO)がmwに比べて十分に小さい場合，式(11.4.3)の右辺中の自然対数の項を次のように展

開することができる。 
 
 
 
 
 
 

ブラケット内で使用しているrは3以上の任意の自然数を表している。mM + mX + mOが0に近づくと

w
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（言い換えれば，水のモル分率が1に近づくと），ブラケット内の2次以上の項を無視することができ

るので，式(11.5)の右辺は1に近づく。水の活量係数の変化を考慮に入れるとしても，水のモル分率が

1に近づけば水の活量係数も1に近づく。したがって，標準状態では浸透係数が1と等しくなる。 
ここで，二成分系の時と同じように等温・等圧条件下で任意の組成について浸透係数が1であって，

すべてのイオンの活量係数も1と等しい仮想的な水溶液を考える。Prausnitz et al. (1999, p. 523)は，

このような水溶液を理想溶液と定義している。過剰ギブスエネルギーGEは水溶液のギブスエネルギー

から理想溶液のギブスエネルギーを引いた値であると定義されている（Prausnitz et al., 1999, p. 523)。
この過剰ギブスエネルギーの値は，水溶液の混合ギブスエネルギーから理想溶液の混合ギブスエネル

ギーを引いた値とも等しい。理想溶液の混合ギブスエネルギーΔmixGidは，式(11.3)中のφとすべてのイ

オンの活量係数を1とおいて求めることができるので次式と等しい。 
 
 

したがって，式(11.3)の右辺から式(11.6)の右辺を引いて水溶液の過剰ギブスエネルギーを次のように

表すことができる。 
 
 
 
 
 

M，X，Oの質量モル濃度がすべて0に近づくと活量係数はすべて1に近づくので，1 − φ + lnγM → 0，
1 − φ + lnγX → 0，1 − φ + lnγO → 0となる。 
 次に，GEを水とイオンの物質量（モル）を用いて表す。式(11.7.2)より次式を得ることができる。 

 
 
 

水と溶質の部分モル過剰ギブスエネルギーを
E
wG ，

E
MG ，

E
XG ，

E
OG と表す。これらの量は次式で定義

されている量である。 
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そこで，GEを水と溶質の部分モル過剰ギブスエネルギーを用いて表すと次のようになる。 
 
 

三成分系混合電解質水溶液と同じ取扱いを施すことで，浸透係数，イオンの活量係数，Oの活量係

数を次の式で求めることができる。物質量（モル）に関する偏導関数と質量や質量モル濃度に関する

偏導関数の2つを示す。 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11.2 Pitzer式 
過剰ギブスエネルギーをデバイ－ヒュッケル型の項を含む関数f，2粒子間相互作用λij，3粒子間相互

作用τijkを用いて表すと次の式(11.18)が得られる。化学種Oはイオンではないのでλijとτijkを粒子間相互

作用を表す記号として使用する。 
二成分系と同じように同符号の電荷を持つイオンの3体間相互作用(τMMM，τXXX)は無視できると考え

る。 
 
 
 

E E E EE
w M X Ow M X O   (11.13)G n G n G n G n G= + + +
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X
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質量モル濃度を用いてGEを表すと次のようになる。 
 
 
 
 
 
 

式(11.18)と式(11.19)の右辺でブラケット内の部分は電解質Qのみが溶解している二成分系水溶液に関

して得られた式と同一である。 
三成分系混合電解質水溶液を取り扱う際にΦ，Φ'，ψを新たな変数として導入したが，Pitzer (1995)

は電気的に中性である化学種を取り扱う時にはλとτをそのまま用いている。そこで，新たに変数を導

入しないで，以下に浸透係数と溶質の活量係数を表す式を求めていく。 
11.3 浸透係数 

過剰ギブスエネルギーと浸透係数の関係を式(11.14.2)として示した。両辺を(mM + mX + mO)倍した

後で，左辺と右辺を入れ替える。そして，式(11.18)として表した過剰ギブスエネルギーを代入すると

式(11.20.1)となる。Pitzer (1991)はMとO，XとO，OとOの間での相互作用と関係するλがイオン強度に

依存していることを示す実験的証拠がないとして，これらのλ'を0とおいても問題が生じないとした。

このように取り扱うと式(11.20.1)を変形して式(11.20.2)を得ることができる。 
 

( ) ( )

( )

( )

E
2 2 2 2
M MM M X MX X XX M X MMX M X MXX2 3

2
M O MO X O XO O OO2

2 2 2 2 3
M O MMO M O MOO M X O MXO X O XXO X O XOO O OOO3

1 12 3 3

1 2 2

1 3 3 6 3 3   (11.18)
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式(2.13)として与えた関係式を式(11.20.2)の右辺中の偏導関数の計算に適用する。式(11.20.2)中には

一定にする変数としてnOが含まれているが，同じ結果になることは明らかである。適用した結果は式

(11.21.1)として表すことができる。そして，溶質の物質量を溶質の質量モル濃度を用いて表すことを

考えるとともに二成分系で定義したBφとCφを適用できるように変形しておく。これらの結果を式(11.
21.2)さらに式(11.21.3)として表すことができる。 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )( )
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式(11.21.3)の右辺の最初の項にはイオン強度Iがかけあわされている。浸透係数の計算式を求める時に

両辺を(mM + mX + mO)で割ることになるので，計算式中に現れる分数の分母に溶質の質量モル濃度

を用い分子にイオン強度を用いることを避けることにする。νMzMの値がνXzXの値に負号を付けたもの

と等しいことを利用して，イオン強度を式(11.22.1)として表す。この式(11.22.1)を式(11.22.2)から式(1
1.22.5)のように変形していく。 
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そして，式(11.21.3)にf φ，Bφ，Cφの定義式を適用するとともに式(11.22.5)として得られた結果も適用す

ると式(11.23.1)を得ることができる。そして，式(11.23.1)を変形して式(11.23.2)を得ることができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(11.23.1)の右辺中でCφを含む項でmMをνMで割っている箇所がある。割って得られる値はmQであるこ

とを用いた後で，mQ(νMνX)1/2は(νMmQνXmQ)1/2と等しいことを利用して式(11.23.2)を求めている。括弧内

の(νMmQνXmQ)はmMとmXの積であることを適用し，式(11.23.2)の両辺を(mM + mX + mO)で割って得ら

れる式は次の式(11.24)となる。 

11.4 イオンと電気的に中性である化学種の活量係数 
陽イオンの活量係数と陰イオンの活量係数を表す式を求めた後で，イオンの平均活量係数を表す式

を求める。その後で，Oの活量係数を求める。まず，陽イオンMの活量係数を求める。式(11.15.2)で与

えた陽イオンMの活量係数と過剰ギブスエネルギーの間の関係式を用いる。式(11.19)として与えた過

剰ギブスエネルギーを式(11.15.2)の右辺に代入すると式(11.25.1)となり，この式を計算すると式(11.25.
2)を経て式(11.25.3)になる。イオン強度のmMに関する偏導関数はzMの二乗に1/2を乗じた値になること

を適用して式(11.25.3)を求めている。 
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同様にしてlnγXを次のように求めていくことができる。式(11.16.2)で与えた陰イオンXの活量係数と過

剰ギブスエネルギーの間の関係式を用いる。過剰ギブスエネルギーを与える式(11.19)を式(11.16.2)の
右辺に代入すると式(11.26.1)から式(11.26.3)になる。イオン強度のmXに関する偏導関数はzXの二乗に1/
2を乗じた値になることを適用して式(11.26.3)を求めている。 
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式(11.25.3)と式(11.26.3)を組み合わせることでイオンの平均活量係数を求めることができる。この計算

を始める前にイオン強度を表す式を変形しておく。mMzMはmX|zX|と等しいことを利用するとイオン強

度を表す式(11.27.1)を式(11.27.2)のように変形することができる。式(11.27.2)は式(11.27.3)とも表すこ

とができる。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

イオンの平均活量係数γ±, MXは式(9.88.3)より求めることができる。式(9.88.3)の右辺に式(11.25.3)として

与えたlnγMと式(11.26.3)として与えたlnγXを代入すれば，イオンの平均活量係数γ±, MXを求めることがで

きる。 

 
 
 

式(11.25.3)と式(11.26.3)を式(9.88.3)に代入した結果を式(11.28.1)として示し，この式を変形していくと

式(11.28.4)を得ることができる。 

X M M X
, MX

M X

ln ln
ln   (9.88.3*)

z z
z z
γ γ

γ ±
+

=
+

( )

( )

X X
M X M M

M M

M X M M

M X X X

1   (11.27.1)
2

1=   (11.27.2)
2

1=   (11.27.3)
2

m z
I z z m z

m z

z z m z

z z m z

 
= +  

 

+

+

( ) ( )

( )

( )

M O

M O

2 2 2 2
X M MM M X MX X XX M X MMX M X MXX

X , , , , 

2 2 2
M O MO X O XO O OO M O MMO M O MOO

X , , , , 

2 2 3
M X O MXO X O XXO X O XOO O OOO

X

ln 2 3 3

2 2 3 3

6 3 3

p T W m m

p T W m m

f m m m m m m m m
m

m m m m m m m m m
m

m m m m m m m m
m

γ λ λ λ τ τ

λ λ λ τ τ

τ τ τ τ

 ∂  = + + + + +  ∂ 

 ∂
+ + + + + ∂ 

 ∂
+ + + +

∂ M O

M O M O

M O M O

, , , , 

2 MM
M M MX

X X, , , , , , , , 

2MX XX
M X X XX X

X X, , , , , , , , 

2
M MMX M X

  (11.26.1)

= 2

2 2

3 6

p T W m m

p T W m m p T W m m

p T W m m p T W m m

I f Im m
m I m I

I Im m m m
m I m I

m m m

λ λ

λ λλ

τ


 



   ∂∂ ∂ ∂
+ +   ∂ ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂∂ ∂
+ + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

+ + ( )

( )

MXX O XO O M MXO X XXO O XOO

2 ' 2 2 ' 2 ' 2 2 '
X M MX M X MM X XX M X X MX X X XX

2
M MMX M X MXX O XO O M MXO X XXO O XOO

2 3 2 2   (11.26.2)

1 1 1= 2 2
2 2 2

3 6 2 3 2 2   (11.26.3)

m m m m m

z f m m z m m m z m z

m m m m m m m m

τ λ τ τ τ

λ λ λ λ λ

τ τ λ τ τ τ

+ + + +

+ + + + +

+ + + + + +



兵庫教育大学 澁江靖弘 
（シブエ ヤスヒロ） 

電解質水溶液の熱力学（その２） 53 

 

( )

( )

( )

X2 2 ' 2 2 '
, MX M X M X M MM M M MM

M X M X

X X2 ' 2 2 ' 2
X MX M X M MX X M XX M X MMX X MXX

M X M X

X
O MO O M MMO X MXO O MOO

M X

2 2M
M X

M X

1 1 1ln 2
2 2

12 6 3
2

2 3 2 2

1
2

z
z z z z f m m z

z z z z

z z
m m m z m z m m m

z z z z

z
m m m m m

z z

z m z
z z

γ λ λ

λ λ λ τ τ

λ τ τ τ

±
   = + + +  + +   

 + + + + + + + 

 + + + + +

+
+

( )

( )

' 2 ' 2 2 '
MM M MX M X X MX X XX X X XX

2M
M MMX M X MXX

M X

M
O XO O M MXO X XXO O XOO

M X

X' 2 2 2 'M
M X M MM M M X MM

M X X

X
M X

12 2
2

3 6

+ 2 3 2 2   (11.28.1)

1 1= 2
2 2

1 2

m m m z m m z

z m m m
z z

z m m m m m
z z

z zz z f m m z z
z z z

m
z z

λ λ λ λ λ

τ τ

λ τ τ τ

λ λ

 + + + + 
 

+ +
+

 + + + +

  
+ + +   +    

+
+

( ) ( )

( )

( )

2 2 '
X M M MX M X X M M X MX

2
M X X M M2 2 'M

X XX X M X X XX MMX
M X M X

2
O X MO M XOX X M X M M O X

MXX MMO
M X M X M X

X X M M

M X

6 312
2

23 6
6

6

z m z m m z z z z

m m z m zz m m z z z
z z z z

m z zm z m m z m m z
z z z z z z

m z m z
z z

λ λ

λ λ τ

λ λ
τ τ

 + + +
 

 +   + + + +   + +   

  +  +
 + + +    + + +  

 +
+ 

+

( )

( )

X MOO M XOO2X O M
O MXO XXO O

M X M X

X' '
M X MM M X M M MM M

M X

X X M M 'M X
MX M X M X MX

M X X X M M

M

M

6 3   (11.28.2)

1 1= 2
2 2

2

z zm m zm m
z z z z

z
z z f z z m z m

z z

m z m z m m z z z z
z z m z m z

z
z z

τ τ
τ τ

λ λ

λ λ

    +
+ +         + +    

 + + + +  

    +
+ + +       + +     

+
+

( )

( )

X MMX M MXX'
XX M X X X XX X M X

X M X

X MO M XO M X X X M M X M
O O MMO O MXO O XXO

M X M X M X M X

X MOO M XOO 2
O

M X

12 9
2

2
6 6 6

3   (11.28

z z
z z m z m m m

z z

z z m z m z m z m zm m m m
z z z z z z z z

z z
m

z z

τ τ
λ λ

λ λ
τ τ τ

τ τ

 + + + +     +   

+      +
+ + + +          + + + +     

 +
+   + 

.3)



兵庫教育大学 澁江靖弘 
（シブエ ヤスヒロ） 

電解質水溶液の熱力学（その２） 54 

二成分系の電解質水溶液についてf '，Bγ，Cγを式(2.74)，式(2.75)，式(2.76)のように定義した。混合電

解質水溶液での取り扱いと同じように，ここではνMやνXを用いずにzMやzXを用いてBγとCγを表すこと

にする。これらの結果を式(11.29)と式(11.30)として示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

式(11.28.4)中でλMM，λMX，λXXを含む項を変形していくと次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
式(2.74)，式(11.30)，式(11.31.4)を式(11.28.4)に適用すると次の式(11.32)を求めることができる。 
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最後に電気的に中性である化学種Oの活量係数を求める。式(11.17.2)で与えたOの活量係数と過剰ギ

ブスエネルギーの間の関係式を用いる。この際に，過剰ギブスエネルギーを与える式(11.19)を式(11.1
7.2)の右辺に代入すると次式を得ることができる。 

イオン強度がmOに依存しないので式(11.37.1)中でfとλのmOに関する偏導関数の値はすべて0であるこ

とを利用して式(11.33.2)を求めている。 

水への溶解度が非常に小さい物質Oに式(11.33.2)を適用することを考える。Qの濃度が0である時を

考えるとOの活量係数は次のようになる。 

 

 

溶解度が非常に小さいので，Oの活量係数を1とおくことができる（例えば，Clegg and Brimblecom
b, 1990）。溶解度の単位をmol kg−1にとって純水中での溶解度をs0と表すと，mO ≤ s0の時にγO = 1と
おくことに相当する。このようにOの活量係数を1とおくことは，λOOとτOOOの値が0と等しいことに相

当する。 

ここで純水中でのOの溶解度とQが溶解している電解質水溶液中でのOの溶解度の比を考える。温度

と圧力は共通であるとして，電解質水溶液中での溶解度をs（値はmO）と表し，電解質水溶液中でのO
の活量係数をγOと表す。純粋な固相Oの化学ポテンシャルを   ，標準状態における水溶液中のOの

化学ポテンシャルを  と表して，固相と液相中のOの間での化学平衡を考えると次の2つの等式が成

立する。 
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等式(11.35)と等式(11.36)の左辺は共通であるので，右辺同士も等しくなる。したがって，次の関係式

が成り立つ。 

 

 

 

 

λOOとτOOOの値を0とおき，mMやmXをmQ，νM，νXを用いて表すと次のようになる。 

 
 
 
 
 
 

mQとsが0に近い場合，右辺の第二項と第三項を無視することができよう。第二項と第三項を0とおく

とs0とsの比の対数値はQの質量モル濃度に比例することになる。この比例式はSechenov式（あるいはS
etschenow式）に相当する。なお，式(11.38)から明らかなように溶解度の比から求められる値は括弧で

括った値であり，個々のλやτの値を求めることはできない。また，固体の水への溶解を考える際に水

和を伴う場合があるが，式(11.34)からも明らかなようにOと水の間での相互作用はPitzer式には出てこ

ない。したがって，水和を伴う溶解反応を対象にする時には，λやτの意味付けが困難になるので注意

する必要がある。 
 

12. Φとψ 
混合電解質水溶液を取り扱う時にΦ，ΦのIに関する偏導関数Φ'，そしてψを新たに導入した。同符

号の2イオン間相互作用を表すΦと3イオン間相互作用を表すψを決定する場合，共通イオンが存在す

る三成分系に関する測定値を利用する。つまり，陽イオンMと陽イオンNの間の相互作用を考える時

には，陽イオンMと陰イオンXからなる電解質MXと陽イオンNと陰イオンXからなる電解質NXが溶解

している水溶液を考える。陰イオンXと陰イオンYの間の相互作用を考えるならば，陽イオンMと陰イ

オンXからなる電解質MXと陽イオンMと陰イオンYからなる電解質MYが溶解している水溶液を考え

る。そして，これらの混合電解質水溶液に関する測定値を利用して，ΦとΦ'とψを決定する方法につい

て記す。 
まず，Φ'を0とおける場合と0とおけない場合があるので，これについて記す。MXとNXが溶解して

いる水溶液で陽イオンMと陽イオンNの電荷数が等しい時やMXとMYが溶解している水溶液で陰イオ

ンXと陰イオンYの電荷数が等しい時はΦ'を0とおける(Pitzer, 1975)。また，2価のイオンと1価のイオ

ンが混合している場合でもΦ'を0と近似することができる(Pitzer, 1975)。ただし，計算値の正確さを高

めようとするならばΦ'を計算する方が良い(Pitzer, 1991)。これら以外の場合（例えば，3価のイオンと

1価のイオンが混合している場合）にはΦ'を0とはおけない(Pitzer, 1975)。 
Φ'を0とはおけない場合には，Φも温度・圧力だけではなくイオン強度にも依存することになる。Pi

tzer (1975)は，Φを温度・圧力にのみ依存する部分Sθと温度・圧力・イオン強度に依存する部分Eθに分

けた。Eθは静電気力に由来する2体間相互作用を表している。左上付き文字Eは，静電ポテンシャルに

関する値であることを示している。 
 
 
 
 

Sθの値は測定値から求める値であるが，EθとEθ 'の値は温度・圧力・イオン強度を指定すれば決まる値

である(Pitzer, 1975)。 
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EθとEθ 'の計算式を示す（付録2に詳しく示す）。まず，浸透係数に関するデバイ－ヒュッケルのパラ

メータAφとイオン強度とイオンの電荷数（イオンiの電荷数をzi，イオンjの電荷数をzj）を用いてxijを

次のように定義する。 
 

 
 

次に，イオンiとイオンjの間の距離rijと式(2.93)で定義したBDHを用いてyijを次のように定義する。 

 

 

 

 

 

 

そして，関数Jijを次のようにとる。 

 

 

 

 

 

関数J(xij)を用いて，MXとNXが溶解している水溶液に関するEθMNをPitzer (1975)は次のように与えた。 

 

 

 
 

MXとMYが溶解している水溶液に関するEθXYは次の通りである。 

 

 

 
 

Eθ 'はJijをxijで微分して得られる関数J '
ijを用いて次のように表すことができる(Pitzer, 1975)。 

 

 

 

 

 

 

式(12.3)で示したxijの定義式よりzMzNの値がzXzYの値と等しい時には，EθMNの値はEθXYの値と等しく， 
     の値は     の値と等しい。 

式(12.5)の右辺は数値計算を行って求める必要がある。したがって，関数J '
ijも数値計算を行って求

める必要がある。これらの計算の手間を省くために，JijとJ '
ijの値を求めるための単純な計算式をPitze

r (1995)は次のように示している。 
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式(12.10)と式(12.11)中の係数C1，C2，C3，C4の値は，C1 = 4.581，C2 = 0.7237，C3 = 0.0120，C4 = 
0.528である。 

式(12.10)はxijの値が0.03より大きい時には2%以内で式(12.5)を用いた計算結果と一致し，xijの値が0.
03より小さい時には最大で6.0·10−6以内で一致する(Pitzer, 1995)。さらに，式(12.11)で与えたJijのxijに

関する偏導関数をJ '
ijとして用いても支障がない(Pitzer, 1995)。表1としてPitzer (1975, Table II)中で示

されているJijとJ '
ijの値と式(12.10)と式(12.11)を用いて得られる近似値を示す。近似式を用いて求めた

値は，Pitzer (1995)が記しているようにかなり正確である。 
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表 1 25°C，1 atm における Jijと J '
ijの値と式(12.10)を用いて得られる近似値 

xij Jij J '
ij 

Pitzer (1975) 式(12.10) Pitzer (1975) 式(12.11) 
0.01 0.0000706 0.0000756 0.0127 0.0129 
0.02 0.0002387 0.0002451 0.0207 0.0207 
0.03 0.0004806 0.0004851 0.0275 0.0271 
0.04 0.0007850 0.0007850 0.0333 0.0327 
0.05 0.0011443 0.0011378 0.0385 0.0378 
0.06 0.0015529 0.0015386 0.0432 0.0423 
0.07 0.0020063 0.0019833 0.0475 0.0466 
0.08 0.0025010 0.0024686 0.0514 0.0505 
0.09 0.0030340 0.0029920 0.0551 0.0542 
0.10 0.0036028 0.0035510 0.0586 0.0576 
0.12 0.0048393 0.0047682 0.0649 0.0640 
0.14 0.0061961 0.0061066 0.0706 0.0698 
0.16 0.0076615 0.0075552 0.0758 0.0750 
0.18 0.0092260 0.0091050 0.0806 0.0799 
0.20 0.010882 0.0107483 0.0850 0.0844 
0.24 0.014441 0.0142898 0.0928 0.0925 
0.28 0.018295 0.0181358 0.0997 0.0997 
0.32 0.022409 0.0222520 0.1059 0.1060 
0.36 0.026755 0.0266105 0.1114 0.1118 
0.40 0.031313 0.0311880 0.1164 0.1170 
0.44 0.036061 0.0359651 0.1210 0.1218 
0.48 0.040985 0.0409251 0.1252 0.1262 
0.52 0.046070 0.0460536 0.1291 0.1302 
0.56 0.051306 0.0513379 0.1327 0.1340 
0.60 0.056680 0.0567671 0.1360 0.1375 
0.80 0.085346 0.0857748 0.1499 0.1519 
1.00 0.11644 0.1172834 0.1605 0.1627 
1.20 0.14941 0.1507152 0.1689 0.1713 
1.40 0.18390 0.1856805 0.1758 0.1782 
1.60 0.21965 0.2219017 0.1815 0.1839 
1.80 0.25645 0.2591726 0.1864 0.1887 
2.00 0.29416 0.2973357 0.1906 0.1928 
3.00 0.49283 0.4979507 0.2053 0.2070 
4.00 0.70293 0.7094240 0.2142 0.2153 
5.00 0.92035 0.9276931 0.2202 0.2209 
6.00 1.14288 1.1506424 0.2246 0.2248 
7.00 1.36918 1.3770220 0.2279 0.2278 
8.00 1.59839 1.6060297 0.2304 0.2301 
9.00 1.82990 1.8371185 0.2325 0.2320 
10.00 2.06328 2.0698980 0.2342 0.2335 
 
 

近似式を用いて25°Cで1 atmにおけるJijとJ '
ijを計算し，これらの値を式(12.6)と式(12.8)に代入して求

められる−EθとIEθ'（IΦ'と等しい）の値をイオン強度に対してプロットした結果を図1として示す。−E

θとIEθ'の値はイオン強度が小さい時にだけ大きな値を示す。 
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式(12.5)の計算方法としてチェビシェフ多項式を用いる方法(Harvie and Weare, 1980; Pitzer, 1991)

もある。式(12.5)を数値計算することに比べるとこの方法の方が計算の手間を省くことができる。筆

者は，Møller (1988)が与えたEθNaCaの値を含めているGreenberg and Møller (1989)の式を用いて，H2O–
NaCl–CaCl2系における温度が異なる条件下においてイオンの平均活量係数を求める際に式(12.10)を
用いた(Shibue, 1998)。 

これからΦとψの決定方法について記す。まず，MXとNXが溶解している水溶液に関する浸透係数

とイオンの平均活量係数（ここではMXの平均活量係数）の測定値からΦMNとψMNXを求める方法を示

す。三成分系に浸透係数を与える式(9.80)において陰イオンXと陰イオンYが同一種であるので，mY 
= 0とおく。そして，式(12.1)と式(12.2)で示したΦとΦ'を与える式を式(9.80)に代入する。この結果，

この水溶液中の水の浸透係数を式(12.12)として求めることができる。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

図1 イオン強度と−EθとIEθ 'の関係。図中で○印をつないだ線と●印をつないだ線は2価のイオンと1価
のイオンが混合した時の−Eθの値とIEθ 'の値を示す。同様に，◇印をつないだ線と◆印をつないだ線は

3価のイオンと1価のイオンが混合した時の−Eθの値とIEθ 'の値を示し，□印をつないだ線と■印をつな

いだ線は3価のイオンと2価のイオンが混合した時の−Eθの値とIEθ 'の値を示す。 
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実験条件と測定結果より，φ，I，fφ，mM，mN，mX，Zは既知の量となる。さらに，MXのみが溶解し

ている水溶液とNXのみが溶解している水溶液に関する MXBφ と NXBφ と MXCφ と NXCφ の値は既知の量と

する。EθMNと     の値は温度・圧力・イオン強度を指定すれば決まる値であるので，式(12.12)中では
SθMNとψMNXのみが未知の量になる。SθMN = 0とψMNX = 0とおいて求められるφをφと表す。φは次式

で計算していることになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

式(12.12)の両辺から式(12.13)の両辺を差し引いて整理した結果は次のようになる。 

 

 

 

 

式(12.14)の左辺の値をmXに対してプロットして，回帰直線を求めることでSθMNとψMNXの値を計算でき

ることを示している(Pitzer, 1991)。したがって，実験値のφからSθMN = 0とψMNX = 0とおいて構成二成

分系に関するPitzer式から求めたφの値を引くことでSθMNとψMNXの値を計算することができる。 
次に，三成分系電解質水溶液に関するイオンの平均活量係数を表す式(9.89.2)よりXとYが同一種で

ある時（mY = 0）の式を次の式(12.15)のように表すことができる。この際に，式(12.1)と(12.2)で示し

た関係式を用いている。 
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浸透係数の時と同様にSθMN = 0とψMNX = 0とおいて計算できるγ±, MXの値を      と表す。   を次

式で計算していることになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

式(12.15)の両辺から式(12.16)の両辺を差し引いて整理すると次式を得ることができる。 

 

 

 

 

式(12.17)は，左辺の値を右辺の括弧で括った項から求められる値に対してプロットして，回帰直線を

求めることでSθMNとψMNXの値を計算できることを示している(Pitzer, 1991)。γ±, MXの実験値から構成二

成分系に関するPitzer式を用いて求めた      を引くことでSθMNとψMNXの値を計算できることになる。 
 Pitzer (1975)は， EθとEθ 'の両方を0とおいて式(12.16)を計算した時と，これらの値を式(12.6)と式(12.
8)を用いて求めた後で式(12.16)に代入して計算した時とをH2O–AlCl3–HCl系とH2O–SrCl2–HCl系につ

いて比較した。EθとEθ 'の両方を0とおくと式(12.17)から求められるSθMNとψMNXの値に不確かさが大きく

なることを示した。この原因を同符号異種イオン間相互作用（EθとEθ '）によるものだとした。 
今度は，MXとMYが溶解している水溶液に関する水の浸透係数とイオンの平均活量係数（ここでは

MXの平均活量係数）の測定値からθXYとψMXYを求める方法を示す。これは，MXとNXが溶解している

水溶液に関する決定方法と同じ方法であり，mN = 0とおいて計算する。実験条件と測定結果より，φ，
I，fφ，mM，mX，mY，Zは既知の量となる。MXのみが溶解している水溶液とMYのみが溶解している

水溶液に関する     と    と     と     の値は既知の量とする。さらに，EθXYと     の値は温度・

圧力・イオン強度を指定すれば決まる値であるので，θXYとψMXYのみが未知の量になる。式(9.80)より，

この水溶液中の水の浸透係数を式(12.18)として求めることができる。ここでSθXY = 0とψMXY = 0とお

いて求められるφをφと表す。φを式(12.19)で計算していることになる。 
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式(12.18)の両辺から式(12.19)の両辺を差し引いた結果は次のようになる。 

 

 

 

 

式(12.20)は，左辺の値をmMに対してプロットして，回帰直線を求めることでΦXYとψMXYの値を計算で

きることを示している。したがって，実験値のφからSθXY = 0とψMXY = 0とおいて構成二成分系に関

するPitzer式から求めたφの値を引くことでSθXYとψMXYの値を計算することができる。 
イオンの平均活量係数の値からの求め方もMXとNXが溶解している水溶液に関する決定方法と同

じ方法でありmN = 0とおいて計算する。浸透係数の時と同様にSθXY = 0とψMXY = 0とおいて計算でき

るγ±, MXの値を     と表すことにする。これらの計算式は次の通りである。 
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したがって，式(12.21)の両辺から式(12.22)の両辺を差し引くと次式を得ることができる。 

 

 

 

 

式(12.23)は，左辺の値を右辺の括弧で括った項から求められる値に対してプロットして，回帰直線を

求めることでSθXYとψMXYの値を計算できることを示している。γ±, MXの実験値から構成二成分系に関す

るPitzer式を用いて求めた      を引くことでSθXYとψMXYの値を計算できることになる。 

Pitzer and Kim (1974)は，式(12.14)，式(12.17)，式(12.20)，あるいは式(12.23)を用いて三成分系に

関するθとψを求めた。そして，これらの値を0とおいた時と比べて測定値へのフィットが良くなった

と記している。ただし，SθMNは任意の陰イオンに関して共通であり，SθXYは任意の陽イオンに関して

共通になるはずであるが，実際には共通になっていない。その後，Khoo (1986)とKim and Frederick 
(1988)は実験結果からSθとψを求めようとする時に低濃度領域の値が回帰直線から大きく外れること

があることを指摘した。そして，Kim and Frederick (1988)は二成分系と三成分系に関する測定値全体

を回帰してSθとψを求めている。Kim and Frederick (1988)の計算結果はSθMNは任意の陰イオンに関し

て共通でありSθXYは任意の陽イオンに関して共通になる条件をほぼこの満足している。しかしながら，

取り扱う三成分系によってはθが共通になっていない。付録3としてPitzer and Kim (1974)，Pitzer (19
75)，およびKim and Frederick (1988)が求めた三成分系混合電解質水溶液に関するSθとψの値を示す。 

三成分系混合電解質水溶液中の水の浸透係数を表す式(9.77)には同符号の2イオン間相互作用と関

連している 'IΦ Φ+ の項が現れる。この項を符号が異なる2イオン間での相互作用を表すBφと比較して

みる。式(12.24)が式(2.44)と対応していることは明らかである。 

 

 

 

 

 

 

式(2.44)の右辺で用いているBはβ(0)とβ(1)とβ(2)を用いて式(2.45)のように表すことができる。 
 

 

 

 
 
β(2)を含む項は，イオン強度が小さい領域でのずれを補正するための項である。多くの電解質でβ(2)を0
とおくことができる。β(2)を0とおける電解質を対象にしてPitzer (1973)は式(2.31)を用いた。そして，

実験結果へのフィットが良くないとして自身が導いた理論式である式(2.38)を用いなかった。 

 

 
 
 
 
 
 

つまり，イオン強度に依存する項として理論式を用いなかった。このことは，Pitzerの理論が実験結果

をよく再現していないことを示している。Bφを理論式で表していないので，Eθを表す理論式が実験結

果を再現する最も妥当な式であるかどうかを確認できないことになる。さらに，Φの値にも曖昧さが

残る。これはPitzer式中で用いられている定数bと関連する。Pitzer (1973)がbをイオン種に依存させな

かった理由を混合電解質水溶液に拡張できるようにするためであると先に記した。二成分系電解質水
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溶液中でのイオンの平均活量係数を式(2.59)として示した。それまで用いられてきたデバイ－ヒュッ

ケルの式にはイオンの大きさに相当するaDHが含まれている（式(2.91)）。 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

式(2.59)中のβ(0)，β(1)，β(2)，Cの値がγ±の値にほとんど影響を及ぼさないような希薄な水溶液について，

イオンの平均活量係数に関する測定値を回帰することを考える。式(2.91)を用いると電解質によって 
aDHが違ってくる。電解質による違いを無視して，この値を定数にしてしまうと，電解質によっては

希薄な濃度領域で計算値が測定値から外れてしまうことが起きる。希薄な二成分系水溶液で生じ得る

Pitzer式の問題点である。二成分系でのPitzer式の不確かさが増幅されると，低濃度領域において式(12.
14)，式(12.17)，式(12.20)，あるいは式(12.23)を用いる回帰直線から外れる測定値が出てくる。測定値

そのものの誤差も考慮に入れる必要があるが，Pitzer式をイオン強度が小さい混合電解質水溶液に適用

する時にも問題が生じ得る。後者の場合，測定値から計算できるΦの正確さに疑問が生じる。このこ

とは，Eθの計算式を裏付ける測定値が低濃度領域では得難い時があることを意味している。以上のよ

うに考えると，Eθを表す理論式はPitzer (1975)が与えた一つの計算式とみなすことができる。 
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付録12 記号一覧 
物理定数（気体定数）値はMohr et al. (2012)が与えた値を使用している。また，水のモル質量の値

はIUPAC 2005の推奨値(Frey and Strauss, 2009)を用いている。 
ADH デバイ−ヒュッケル式中のイオンの平均活量係数に関するパラメータ(kg1/2 mol−1/2) 
Aφ 浸透係数に関するデバイ－ヒュッケルのパラメータ(kg1/2 mol−1/2) 
a, a' 陰イオン 
aDH デバイ−ヒュッケル式中のイオンの大きさに関係する量(cm) 
aw 水の活量 

B 2イオン間の相互作用を表しギブスエネルギーと関係するパラメータ(kg mol−1) 
B' 温度と圧力が一定の条件下でのBのイオン強度に関する偏導関数(kg2 mol−2) 

BDH デバイ−ヒュッケル式中のイオンの平均活量係数に関するパラメータ 
(kg1/2 mol−1/2 cm−1) 

Bij イオンiとイオンjの間の相互作用を表しギブスエネルギーと関係するパラメータ 
(kg mol−1) 

 温度と圧力が一定の条件下でのBijのイオン強度に関する偏導関数(kg2 mol−2) 
Bφ 2イオン間の相互作用を表し浸透係数と関係するパラメータ(kg mol−1) 
 イオンiとイオンjの間の相互作用を表し浸透係数と関係するパラメータ(kg mol−1) 
C 3イオン間の相互作用を表しギブスエネルギーと関係するパラメータ(kg2 mol−2) 

Cij 
イオンiとイオンjの間の3イオン間相互作用を表しギブスエネルギーと関係するパラ

メータ(kg2 mol−2) 
Cφ 3イオン間相互作用を表し浸透係数と関係するパラメータ(kg2 mol−2) 
 
 

イオンiとイオンjの間の3イオン間相互作用を表し浸透係数と関係するパラメータ 
(kg2 mol−2)  

c, c' 陽イオン 
f デバイ−ヒュッケル型の項を含む式 
 fのイオン強度に関する偏導関数 
fφ 浸透係数に関するデバイ−ヒュッケル型の項を含む式 
GE 過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 
 部分モル過剰ギブスエネルギー(J) 

 イオンiの部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

 陽イオンMの部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

 陽イオンNの部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

 電気的に中性な化学種Oの部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

 水の部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

 陰イオンXの部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

 陰イオンYの部分モル過剰ギブスエネルギー(J mol−1) 

I イオン強度(mol kg−1) 
J 同符号で種類が異なるイオンの間の相互作用を計算するための関数 
J ' 温度と圧力が一定の条件下でのJのイオン強度に関する偏導関数(kg mol−1) 
M, N 陽イオン 
Mw 水のモル質量( = 18.01528 g mol−1) 
m 電解質Qの質量モル濃度(mol kg−1) 
ma  陰イオンaの質量モル濃度(mol kg−1) 
ma' 陰イオンa'の質量モル濃度(mol kg−1) 

E
MG

E
XG

ijBφ

'
ijB

E
iG

E
NG

E
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G
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mc  陽イオンcの質量モル濃度(mol kg−1) 
mc' 陽イオンc'の質量モル濃度(mol kg−1) 
mi イオンiの質量モル濃度(mol kg−1) 
mj イオンjの質量モル濃度(mol kg−1) 
mk イオンkの質量モル濃度(mol kg−1) 
mM 陽イオンMの質量モル濃度(mol kg−1) 
mN 陽イオンNの質量モル濃度(mol kg−1) 
mO 電気的に中性な化学種Oの質量モル濃度(mol kg−1) 
mw 水1 kg中に含まれている水の物質量（モル） 
mX 陰イオンXの質量モル濃度(mol kg−1) 
mY 陰イオンYの質量モル濃度(mol kg−1) 
ni イオンiの物質量（モル） 
nj イオンjの物質量（モル） 
nk イオンkの物質量（モル） 
nM 陽イオンMの物質量（モル） 
nN 陽イオンNの物質量（モル） 
nO 電気的に中性な化学種Oの物質量（モル） 
nX 陰イオンXの物質量（モル） 
nY 陰イオンYの物質量（モル） 
nw 水の物質量（モル） 
O 電気的に中性な化学種 
Q, Q1, Q2 電解質 
qij 同符号で種類が異なるイオンiとjの間の相互作用を計算するための変数 
R 気体定数( = 8.314472 J mol−1 K−1) 
s 電解質水溶液中での電気的に中性な化学種の溶解度(mol kg−1) 
s0 純水中での電気的に中性な化学種の溶解度(mol kg−1) 
T 絶対温度(K) 
W 水の質量(kg) 
X, Y 陰イオン 
xij, yij 同符号で種類が異なるイオンiとjの間の相互作用を計算するための変数 
Z イオンの質量モル濃度にそのイオンの電荷数の絶対値をかけて得られた値の総和 
za 陰イオンaの電荷数 
za' 陰イオンa'の電荷数 
zc 陰イオンcの電荷数 
zc' 陰イオンc'の電荷数 
zi イオンiの電荷数 
zj イオンjの電荷数 
zM 陽イオンMの電荷数 
zN 陽イオンNの電荷数 
zX 陰イオンXの電荷数 
zY 陰イオンYの電荷数 
β(0), β(1),  
β(2) 

2イオン間の相互作用を表すパラメータ(kg mol−1)。陽イオンと陰イオンのいずれもが1
価ではない時だけ，β(2)を考慮に入れる。 

γi イオンiの活量係数 
γM 陽イオンMの活量係数 
γ±, MX 陽イオンMと陰イオンXの平均活量係数 
 二成分系で考えたPitzer式から求められる電解質MXに関するイオンの平均活量係数 
γN 陽イオンNの活量係数 

, MXγ ±
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γO 電気的に中性な化学種Oの活量係数 
γX 陰イオンXの活量係数 
γY 陰イオンYの活量係数 
ΔmixG 混合ギブスエネルギー(J) 
ΔmixGid 理想溶液の混合ギブスエネルギー(J) 
Sθ 同符号で種類が異なる2イオンの間の相互作用を表しギブスエネルギーと関係するパ

ラメータ(kg mol−1)。温度と圧力に依存する。 
Sθij 

同符号で種類が異なる2イオン（イオンiとイオンj）の間の相互作用を表しギブスエネ

ルギーと関係するパラメータ(kg mol−1)。温度と圧力に依存する。 
Eθ 同符号で種類が異なる2イオン間の静電気力に由来する相互作用を表す。ギブスエネル

ギーと関係するパラメータ(kg mol−1)で温度と圧力とイオン強度に依存する。 
Eθ ' 温度と圧力が一定の条件下でのEθのイオン強度に関する偏導関数(kg2 mol−2) 
λij  2イオン間（iとj）の相互作用を表してイオン強度，温度，圧力に依存する関数 
 λijのイオン強度に関する偏導関数 
μi イオンiの化学ポテンシャル(J mol−1) 
 標準状態におけるイオンiの化学ポテンシャル(J mol−1) 
μM 陽イオンMの化学ポテンシャル(J mol−1) 
 標準状態における陽イオンMの化学ポテンシャル(J mol−1) 
μN 陽イオンNの化学ポテンシャル(J mol−1) 
 標準状態における陽イオンNの化学ポテンシャル(J mol−1) 
μO 電気的に中性な化学種Oの化学ポテンシャル(J mol−1) 
 標準状態における電気的に中性な化学種Oの化学ポテンシャル(J mol−1) 

 電気的に中性な化学種Oが純粋な固体状態の時の化学ポテンシャル(J mol−1) 

μX 陰イオンXの化学ポテンシャル(J mol−1) 

Xµ
  標準状態における陰イオンXの化学ポテンシャル(J mol−1) 

μY 陰イオンYの化学ポテンシャル(J mol−1) 

Yµ
  標準状態における陰イオンYの化学ポテンシャル(J mol−1) 

μw 水の化学ポテンシャル(J mol−1) 
 標準状態における水の化学ポテンシャル(J mol−1) 
ν 1モルの電解質Qから生じるイオンの物質量（モル）の総和 
νM 1モルの電解質Q（あるいはQ1）から生じる陽イオンの物質量（モル） 
νN 1モルの電解質Q2から生じる陽イオンの物質量（モル） 
νX 1モルの電解質Q（あるいはQ1）から生じる陰イオンの物質量（モル） 
νY 1モルの電解質Q2から生じる陰イオンの物質量（モル） 
τijk 3イオン間（iとjとk）の相互作用を表して温度，圧力に依存する関数 

Φ 同符号で種類が異なる2イオンの間の相互作用を表しギブスエネルギーと関係するパ

ラメータ(kg mol−1) 
Φ' 温度と圧力が一定の条件下でのΦのイオン強度に関する偏導関数(kg2 mol−2) 

Φij 
同符号で種類が異なるイオンiとイオンjの間の相互作用を表しギブスエネルギーと関

係するパラメータ(kg mol−1) 
 温度と圧力が一定の条件下でのΦijのイオン強度に関する偏導関数式(kg2 mol−2) 
φ 浸透係数 
 二成分系で考えたPitzer式から求められる浸透係数 
ψ  混合電解質水溶液における3イオン間の相互作用を表して温度，圧力に依存する関数 

ψ i j k  混合電解質水溶液における3イオン間（iとjとk）の相互作用を表して温度，圧力に依存

する関数 

iµ


Nµ


Mµ


O (s)µ
Oµ


'
ijΦ

φ

'
ijλ

wµ

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付録13 同符号異種イオン間静電相互作用の計算 
Pitzer (1975)は，HCl と AlCl3の混合電解質水溶液や HCl と SrCl2の混合電解質水溶液では同符号異

種 2 イオン間相互作用 Φ がイオン強度に依存していることを示した。Pitzer (1975)は，この原因を

“higher-order electrostatic terms”に求め，この影響を二成分系と同様に Aφを含む項ではなく Φに吸収さ

せることを考えた。Φの値をイオン強度に依存しない部分 Sθとイオン強度に依存する部分 Eθに分け

た時に Eθが“higher-order electrostatic terms”に相当する。Pitzer (1975)が考えた“higher-order electrostatic 
terms”とは，Pitzer 式で用いている静電気力に起因するイオン間相互作用 f を導く時に用いた近似式を

補う項に相当する。 
Eθを求めるために Pitzer (1975)は同符号異種イオン間相互作用の大きさを計算する方法を考えた。

この時に Friedman (1962)が求めた水溶液の過剰ヘルムホルツエネルギーAFriedman, Eの計算式を参考にし

た。Friedman(1962)の式として Pitzer (1975)が引用した計算式を式(L1)として示す（記号をここでは変

えている）。 
 

 
 
 

 
右辺の分母に現れている π は円周率，k はボルツマン定数，T は絶対温度，V は水溶液の体積（単位

は cm3），ciと cjは単位体積（ここでは 1 cm3）中のイオン i とイオン j の数，ziと zjはイオン i とイオ

ン j の電荷数であり，κと l は次の式(L2)と式(L3)で定義されている値であり，式(L1)中の Uijがイオン

間相互作用を表す。 
 
 
 
 
 
 
 

式(L2)中の e は素電荷，NAはアボガドロ定数，dw は純水の密度，I はイオン強度，ε は純水の誘電率

を表す。式(L3)の右辺の記号も式(L2)と共通である。Friedman (1962)は別形式で κや l を表しているが

式(L2)や式(L3)と同等である。 
 式(L1)中で用いられている濃度（ciと cj）はイオン i と j の質量モル濃度（miと mj）に次のように変

換できる（miを mj，ciを cjに改めれば良いだけなので片方の変換式だけを示す）。 
 
 
 

式(L1)中の Uijを求める計算式を Pitzer (1975)は次のように考えた。まず，式(L1)の右辺中の括弧で

括った項は第二ビリアル係数 Bijに相当している(Pitzer, 1991, p. 78，p. 122)。混合気体で使用されてい

るビリアル係数は液体にも使用されている（例えば，McQuarrie, 2000）ので，この対比に無理がある

とは言えない。第二ビリアル係数を粒子 1 個当たりの値で示すと次のようになる。 
 
 
 
 
 

括弧内の uijは粒子間のポテンシャルを表し，粒子 i と j の間で斥力が働く時には uijは正の値を取り，

引力が働く時には負の値を取る。そして，式(L5)中の rijは粒子間距離を表す。Pitzer (1975)は式(L5)で
与えている Bijが式(L1)の右辺中の括弧で括った値に相当すると考えた。そして，同符号イオン間で働

く力として静電気力だけを考えた。これは，イオン間距離が小さくなることは考えにくいので近達力

（短距離間力）を無視できると考えたことに由来する。異符号イオン間の Bij を考える時には近達力

を無視できないことは明らかである。 

3
Friedman, E

2
2π

  (L1)
12π

i j
i j ij

i j

z z lkTVA kTV c c Uκ
κ

 
= − +   

 
∑∑

1 22
A w

2

8π   (L2)
1000

  (L3)

/
e N d I

kT

el
kT

κ
ε

ε

 
=   
 

=

2

0

2π 1 exp d   (L5)ij
ij ij ij

u
B r r

kT

⌠


⌡

∞
  

= − −      

A w

1000   (L4)i
i

cm
N d

=
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式(L5)で与えた Bijが式(L1)の右辺の括弧内の値と等しい(Pitzer, 1975)とすると，Uijを次式で求める

ことができる。 
 

 
 
 
 

 
Pitzer (1975)は uijをイオン i とイオン j の間に働く静電気力にボルツマン定数と絶対温度の積をかけあ

わせた値と等しいとおいた。このイオン i とイオン j の間に働く静電気力は，電位に素電荷と電荷数

をかけあわせた値と等しいとおいて求めることができる。 
水溶液中でイオン j を中心にして j の周りに存在するイオン i の濃度とイオン間距離 rijとの関係を

考えて，中心イオン j による電位を Ψjと表す。Ψjは式(B46)によって次のように与えられる。 
 
 
 
 

式(B29)中の r0 は「イオンの大きさ」を表している。この式は異符号イオン間相互作用から求められ

た式であるが，電位 Ψjは同符号イオン間相互作用へも適用できると考える。zieΨjがイオン i とイオン

j の間に働く静電気力を表し，式(L6)の右辺中の Uijと等しくなる。静電気力を kT で割った値を qijと

表すと，qijは次式で与えられる量である。 
 
 
 
 

さて，イオン強度が 0 に近づくと式(L2)の定義式より κも 0 に近づくので，定数 r0をかけあわせた

κr0も 0 に近づく。κr0を含む項を取り出して分数式を立てると次の式(L8.1)になり，κr0が 0 に近づく

時には 2 次以上の項を無視することができるので式(L8.2)を得ることができる。 
 
 
 
 
 
 

そこで，イオン強度が極めて小さい時には式(L7)の代わりに次の式(L9)を用いることができる。 
 
 
 
 

Pitzer (1975)は式(L6)に現れている uijを kT で割った値は式(L9)で定義する qijと等しいと見なした。そ

して式(L5)で与えた Bijを計算した。つまり，次式で計算した。 
 
 
 
 
 

Pitzer (1975)が考えた“higher-order electrostatic terms”とは，式(L10)の右辺の計算において指数関数をそ

のまま用いて計算した結果と指数関数を展開して二次の項までで打ち切って求めた近似式から計算

した結果との違いに相当する。 
 式(L10)に関する考察を続ける前に，Friedman (1962)が求めた式(L1)と Pitzer 式との関連について検

討する。まず，式(L1)の右辺の第一項が過剰ギブスエネルギーの極限則と関連していることを示す。 
混合電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーを式(10.43)として示した。 

( )
( )

( )2
0

0

exp exp
  (L7)

1
iji j

ij
ij

rz z e r
q

kT r r

κκ
ε κ

−
=

+

( )2 exp 
 ( 0)  (L9)iji j

ij
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rz z e
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kT r

κ
κ

ε

−
= →

( )
0 2

0 0
0 00 0

e 1 1lim lim 1   (L8.1)
1 1 2

1  (L8.2)

r
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κ
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 = + + + + +  
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⌠
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⌡
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この時，右辺の第一項として現れている f を次のように定義した。 
 
 
 

すべてのイオンの質量モル濃度が0に近づくと式(10.43)の右辺は−4A φ I 3/2に近づくことを示す。まず，

次の関係式(L11.1)と(L11.2)が成立する。 
 
 
 
 
 
 

式(L11.2)に基づいて考えると式(10.43)の右辺の第一項は質量モル濃度の 3/2 乗の関数であり，右辺の

最初の括弧内の項は質量モル濃度の 2 乗の関数であり，二番目の括弧内の項は質量モル濃度の 3 乗の

関数になる。したがって，すべてのイオンの質量モル濃度が 0 に近づく時には式(10.43)の右辺の値は

式(L11.2)で与えた式で表すことができる。これが，過剰ギブスエネルギーの極限則になる。 
今度は式(L1)をすべてのイオンの質量モル濃度が 0 に近づく時で考える。式(L1)と式(L2)より右辺の

第一項は濃度の 3/2 乗に比例し，右辺の第二項として取っている総和は濃度の 2 乗の関数である。し

たがって，すべてのイオンの濃度が 0 に近づく時には式(L1)の右辺の値は右辺の第一項で与えられる

値に近づく。そこで，式(L1)の右辺の第一項が式(L11.2)と同等であることを示す。 
式(L11.2)中に現れている浸透係数に関するデバイ―ヒュッケルのパラメータ Aφは次式で定義され

ているものであった。 
 
 
 
 

式(L1)の右辺の第一項を Aφと関連付けて表すことを考える。κ の定義式を右辺の第一項に代入すると

式(L12.1)となる。Aφと関連付けるために式(L12.2)を経て式(L12.3)のように変形した後に Aφを代入する

と式(L12.4)を得ることができる。ボルツマン定数とアボガドロ定数の積は気体定数であることを利用

して式(L12.5)を求めることができる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 2 1 22
A w2π1   (2.32*)

3 1000

/ /N deA
kTφ ε

   =        

E
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式(L12.5)の右辺の括弧内は電解質濃度が 0 に近づくと溶媒である水の質量(kg)を表す値になる。した

がって，式(L1)と式(L12.5)より式(L1)の右辺の第一項は電解質濃度が 0 に近づくと次式で与えること

ができる。 
 
 
 
 

式(L13)の右辺は式(L11.2)の右辺と同一である。Pitzer (1991)は Friedman (1962)が求めた水溶液の過剰

ヘルムホルツエネルギーと式(10.43)で与えた過剰ギブスエネルギーとの間での相互変換は，B や Φや

C や ψを経験的係数と見なせば可能であるとした。 
次に，式(L1)の右辺の第二項を考える。式(L4)で示した関係式と式(L2)と式(L3)で示した κと l の計

算式を代入すると次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

式(L12.5)と式(L14.3)中の dwV/1000 を W と表し，式(L1)の左辺 AFriedman, E を GEと読み替えると次式を得

ることができる(Pitzer, 1975)。 
 
 
 
 

式(L15)は Pitzer (1975)中の Eq. (6)に相当する。 
Pitzer (1975)は Friedman (1962)が与えた式に類似させるようにして式(L15)を導いた。しかしながら，

2

2A wA w
2

A w

w
A

2π

1000 2π   (L14.1)
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Gómez-Estévez (2013)が指摘したように Friedman (1962)が導いた過剰ヘルムホルツエネルギーには水

溶液中での水のヘルムホルツエネルギーが計算に入ってこない。さらに，AFriedman, Eから導くことがで

きる GFriedman, Eは式(L14)とは異なっている(Gómez-Estévez, J. L., 2013)。したがって，Pitzer (1975)中で

の Friedman (1962)からの類推に理論的な根拠があるとは言い難い。むしろ，単に同符号イオン間相互

作用を計算しようとするための便宜的な方法だと考えた方が良い。 
式(L10)より粒子 1 個当たりの値にして表した“higher-order electrostatic terms”は次のようになる。 

 
 
 
 
 

式(L6)で示した Uijの計算式と式(L16)で示した結果より，“higher-order electrostatic terms”の Uijへの寄

与 Jijを次の関係式から求めることができる。 
 
 
 
 
 

式(L17)は Pitzer (1975)中の Eq. (4)の右辺に相当する。ただし，Pitzer (1975, Eq. 4)は Pitzer (1973)と違っ

て qijの定義式に負号を付けている。このため，式(L17)中で qijの一次の項の符号が Eq. (4)と違ってい

る。式(L3)で示した l を用いると qijの計算式は次のようになる。 
 
 
 

 
式(L17)の計算を行うために次のような変数変換を行う。 

 
yij = κrij  (L19) 
 
xij = zizjlκ  (L20) 
 
また，式(L3)で示した l の計算式と式(L2)で示した κ の計算式を式(L20)に代入し式(2.32)で示した Aφ

の定義式を用いて，xijを Aφと関連付けると次のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(L21.3)より変数xijは温度と圧力が一定の時にはイオン強度とイオンの電荷数に依存する。式(L19)
と式(L20)を式(L18)に代入すると次のようになる。 

 
 
 
 

以上の変数変換を施すと Jijを表す式を次のように求めることができる。 
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ここでは，式(L23)の右辺でブレース内の qij に関する項の順序を式(L17)と少し違えている。式(L23)
の右辺に式(L22)を適用し，積分の計算を次のように三つに分ける。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(L24.2)の右辺で最初の積分値は部分積分を行うことで求めることができ，二番目の積分値は指数関

数数の定積分値を求めるだけである。三番目の積分値はコンピュータによる数値積分を行って求める。

最後の積分値を J2と表すと，式(L24.2)を次のように表すことができる。 
 
 
 

 EθMN を ΦMN の定義式(9.34)と同様に Jijを用いて表すことができると考えて，式(L15)の右辺の第二項

を参考にする。この結果が次の式(L26)である。 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
式(L26)の右辺を整理すると式(12.6)として示した式になる。 

 
 
 
 

式(12.6)中の下付き文字の M を X に改めて N を Y に改めれば EθXY の計算式を求めることができる。

この計算式は省略する。 
今度は，式(12.6)の両辺のイオン強度に関する偏導関数を求める。温度と圧力が一定の場合，EθMN

の値は式(L24.2)より xMN の関数になる。そこで，JMN の xMN に関する偏導関数を  と表して，この

式を求めることを考える。まず，式(L25)より式(L27.1)を得ることができる。式(L27.1)は式(L27.2)を
経て式(L27.3)となる。 
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式(L27.3)で最後の積分を含む計算はコンピュータによる数値積分を行って求める。この最後の項を J3

と表すと，式(L27.3)を次のように表すことができる。 
 
 
 
 

xMN の値とイオン強度の間には式(L21.3)に示した関係が成り立つ。これを利用して，式(12.6)の両辺を

温度と圧力を一定にしてイオン強度に関する偏導関数を求めた結果を次に示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

EθMN の I に関する導関数を '
MN

Eθ と表したものが式(12.8)である。下付き文字の M を X，N を Y に置

換すれば '
XY

Eθ を表す式を求めることができる。この結果を式(12.9)として示しているので，ここでは

省略する。 
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付録14 25°Cで1 atmの条件における混合電解質水溶液に関するPitzer式のパラメータ 
 Pitzer and Kim (1974)とPitzer (1975)は25°Cで1 atmの条件における三成分系混合電解質水溶液に関

するΦとψの値を求めた。これらの報告値を以下に示す。表M1はPitzer and Kim (1974)が求めた値で

あり，表M2はPitzer (1975)が求めた値を示している。これらの表中でImaxはイオン強度の最大値を表す。

Pitzer and Kim (1974)の報告値の中には，イオン強度の最大値Imaxが1 mol kg−1以下でψの値を示して

いないものがある（H2O–HCl–Me4NCl系，H2O–HCl–Et4NCl系，H2O–NaBr–ZnBr2系）。これらの系に関

しては，Φの値も0とおいているので，表M1には示していない。なお，Eθの値とEθ 'の値を，Pitzer and
 Kim (1974)はすべての系について0とおいている。そして，二成分系に関するPitzer式としてPitzer an
d Kim (1974)とPitzer (1975)はPitzer and Mayorga (1974a, b)が与えた式を使用している。これら二成

分系に関するPitzer式については，本サイト内の解説「電解質水溶液の熱力学(Pitzer式)」中で付録とし

て示している。 
 

 
表M1 Pitzer and Kim (1974)が求めたΦとψの値 
 Imax Φ ψ 
H2O–HCl–LiCl 5 0.015 0.000 
H2O–HBr–LiBr 2.5 0.015 0.000 
H2O–HClO4–LiClO4 4.5 0.015 −0.0017 
H2O–HCl–NaCl 3 0.036 −0.004 
H2O–HBr–NaBr 3 0.036 −0.012 
H2O–HClO4–NaClO4 5 0.036 −0.016 
H2O–HCl–KCl 3.5 0.005 −0.007 
H2O–HBr–KBr 3 0.005 −0.021 
H2O–HCl–CsCl 3 −0.044 −0.019 
H2O–HCl–NH4Cl 2 −0.016 0.000 
H2O–LiCl–NaCl 6 0.012 −0.003 
H2O–LiNO3–NaNO3 6 0.012 −0.0072 
H2O–LiClO4–NaClO4 2.6 0.012 −0.0080 
H2O–LiOAc–NaOAc 3.5 0.012 −0.0043 
H2O–LiCl–KCl 4.8 −0.022 −0.010 
H2O–LiCl–CsCl 5 −0.095 −0.0094 
H2O–NaCl–KCl 4.8 −0.012 −0.0018 
H2O–NaBr–KBr 4 −0.012 −0.0022 
H2O–NaNO3–KNO3 3.3 −0.012 −0.0012 
H2O–Na2SO4–K2SO4 3.6 −0.012 −0.010 
H2O–NaCl–CsCl 5 −0.033 −0.003 
H2O–KCl–CsCl 5 0.000 −0.0013 
H2O–HCl–SrCl2 8 −0.020 0.018 
H2O–HCl–BaCl2 3 −0.036 0.024 
H2O–HCl–MnCl2 3 0.000 0.000 
H2O–LiCl–BaCl2 4.3 −0.070 0.019 
H2O–NaCl–MgCl2 5.9 0.000 0.000 
H2O–Na2SO4–MgSO4 9 0.000 0.000 
H2O–NaCl–CaCl2 8 0.000 0.000 
H2O–NaCl–BaCl2 5 −0.003 0.000 
H2O–NaCl–MnCl2 5.5 0.000 −0.003 
H2O–KCl–CaCl2 5 −0.040 −0.015 
H2O–KCl–BaCl2 5 −0.072 0.000 
H2O–CsCl–BaCl2 4 −0.150 0.000 
H2O–MgCl2–CaCl2 7.7 0.010 0.000 
H2O–NaCl–NaBr 4.4 0.000 0.000 
H2O–KCl–KBr 4.4 0.000 0.000 
H2O–NaCl–NaOH 3 −0.050 −0.006 
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 Imax Φ ψ 
H2O–KCl–KOH 3.5 −0.050 −0.008 
H2O–NaBr–NaOH 3 −0.065 −0.018 
H2O–KBr–KOH 3 −0.065 −0.014 
H2O–NaCl–Na2SO4 9 −0.035 0.007 
H2O–KCl–K2SO4 2.3 −0.035 0.000 
H2O–MgCl2–MgSO4 7 −0.035 0.000 
H2O–LiCl–LiNO3 6 0.016 −0.003 
H2O–NaCl–NaNO3 5 0.016 −0.006 
H2O–KCl–KNO3 4 0.016 −0.006 
H2O–MgCl2–Mg(NO3)2 4 0.016 0.000 
H2O–CaCl2–Ca(NO3)2 6 0.016 −0.017 

 
 

表M2 Pitzer (1975)がEθおよびEθ 'を計算式に含めて求め 
たSθとψの値 

 Imax sθ ψ 
H2O–HCl–SrCl2 8 0.065 0.003 
H2O–HCl–BaCl2 3 0.072 0.000 
H2O–HCl–MnCl2 3 0.075 −0.007 
H2O–LiCl–BaCl2 4.3 0.000 0.009 
H2O–NaCl–MgCl2 5.9 0.070 −0.010 
H2O–Na2SO4–MgSO4 9 0.070 −0.023 
H2O–NaCl–CaCl2 8 0.070 −0.007 
H2O–NaCl–BaCl2 5 0.067 −0.012 
H2O–NaCl–MnCl2 5.5 0.082 −0.0174 
H2O–KCl–CaCl2 5 0.032 −0.025 
H2O–KCl–BaCl2 5 0.010 −0.017 
H2O–CsCl–BaCl2 4 −0.070 −0.015 
H2O–NaCl–Na2SO4 9 0.020 0.0014 
H2O–KCl–K2SO4 2.3 0.020 0.000 
H2O–MgCl2–MgSO4 7 0.020 −0.014 

 
Pitzer and Kim (1974)とPitzer (1975)以降もΦとψの値を求める報告が数多く出されている。ここで

は，Kim and Frederick (1988b)が与えたSθとψの値を表M3に示す。Kim and Frederick (1988b)は，陰イ

オンが共通で陽イオンの電荷数が等しい場合と陽イオンが共通で陰イオンの電荷数が等しい場合に

はEθの値とEθ 'の値を0とおいた。つまり，Φの値はSθの値と等しいとおいた。陰イオンが共通で陽イオ

ンの電荷数が等しくない場合と陽イオンが共通で陰イオンの電荷数が等しくない場合にはEθの値と 
Eθ 'の値を求めた後でSθとψの値を計算した。 

 
表M3 Kim and Frederick (1988b)が求めたSθとψの値 
 Imax Sθ ψ 
H2O–HCl–KCl 3.51 0.0067 −0.0081 
H2O–HBr–KBr 3.01 0.0067 −0.0215 
H2O–HCl–NaCl 3.01 0.0368 −0.0033 
H2O–HBr–NaBr 3.01 0.0368 −0.0107 
H2O–HClO4–NaClO4 5.35 0.0368 −0.0162 
H2O–HCl–LiCl 4.01 0.0151 −0.0022 
H2O–HClO4–LiClO4 4.45 0.0151 0.0000 
H2O–HBr–LiBr 3.01 0.0151 0.0101 
H2O–HCl–CsCl 3.00 −0.0459 0.0040 
H2O–NaCl–KCl 4.30 0.0070 −0.0098 
H2O–NaH2PO4–KH2PO4 6.04 0.0070 −0.0162 
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 Imax Sθ ψ 
H2O–NaCl–LiCl 5.84 0.0120 −0.0022 
H2O–NaNO3–LiNO3 5.92 0.0120 −0.0065 
H2O–NaOAc–LiOAc 6.05 0.0120 −0.0065 
H2O–NaClO4–LiClO4 5.82 0.0120 −0.0061 
H2O–KCl–KH2PO4 2.07 0.1071 −0.0160 
H2O–NaCl–NaH2PO4 2.37 0.1071 −0.0147 
H2O–NaCl–NaF 1.05 −0.0028 0.0076 
H2O–NaCl–NaHCO3 1.10 0.0735 0.0989 
H2O–HCl–CoCl2 3.00 0.0829 0.0075 
H2O–HCl–NiCl2 3.00 0.0895 0.0044 
H2O–HCl–BaCl2 3.00 0.0991 −0.0081 
H2O–HBr–BaBr2 2.00 0.0991 0.0035 
H2O–HCl–CaCl2 5.00 0.0682 0.0043 
H2O–HBr–CaBr2 2.00 0.0682 0.0285 
H2O–HCl–MnCl2 5.00 0.0899 −0.0092 
H2O–HCl–MgCl2 5.00 0.0891 −0.0006 
H2O–HCl–SrCl2 3.00 0.0728 0.0050 
H2O–HBr–SrBr2 2.00 0.0728 0.0310 
H2O–HClO4–UO2(ClO4)2 10.88 0.1377 −0.0319 
H2O–KCl–SrCl2 4.80 0.0149 −0.0201 
H2O–LiCl–BaCl2 4.32 0.0243 0.0208 
H2O–CsCl–BaCl2 4.08 −0.0441 −0.0229 
H2O–NaCl–MnCl2 9.30 0.0907 −0.0190 
H2O–NaCl–CoCl2 7.29 0.0382 −0.0056 
H2O–NaClO4–UO2(ClO4)2 14.25 0.0231 −0.0437 
H2O–MgCl2–Mg(NO3)2 13.70 0.0002 0.0073 
H2O–CaCl2–Ca(NO3)2 18.25 0.0002 −0.0116 
H2O–Mg(NO3)2–Ca(NO3)2 14.42 −0.1844 0.0252 
H2O–Na2SO4–MgSO4 8.83 0.0970 −0.0352 
H2O–NaCl–MgCl2 7.14 0.0970 −0.0517 
H2O–CuCl2–CuSO4 6.90 0.0380 0.0234 
H2O–MgCl2–MgSO4 7.71 0.0380 −0.0062 
H2O–NaCl–Na2SO4 6.00 0.0380 0.0081 
H2O–NaCl–CuCl2 7.30 0.0370 −0.0129 
H2O–Na2SO4–CuSO4 5.47 0.0370 −0.0235 
H2O–NaCl–Na2CO3 5.70 −0.0630 0.0025 
H2O–NaClO4–La(ClO4)3 4.90 0.2174 −0.0202 
H2O–CaCl2–CoCl2 13.08 0.1722 −0.0332 

 
Kim and Frederick (1988b)がsθとψの値を求める際に使用した二成分系に関するPitzer式のパラメー

タ（β(0)，β(1)，β(2)，Cφ）を表M4と表M5として示す。KimとFrederickは表M4と表M5で記した二成分系

以外の系も取り扱っているが，ここでは省略する。 
 
 

 
表 M4 表 M3 中の sθと ψを求めるために Kim と Frederick が用いた 25°C で 1 atm の条件における電

解質の β(0)，β(1)および Cφの値* 
 β(0) β(1) Cφ Imax 
HCl (1) 0.18024 0.27154 0.00006 6.00 
HBr (1) 0.19622 0.34529 0.00762 4.00 
HClO4 (1) 0.17238 0.31708 0.00855 6.00 
LiCl (1) 0.14667 0.33703 0.00393 6.00 
LiBr (1) 0.17362 0.25976 0.00556 4.50 



兵庫教育大学 澁江靖弘 
（シブエ ヤスヒロ） 

82 
 

 β(0) β(1) Cφ Imax 
LiClO4 0.20400 0.32251 −0.00118 4.50 
LiNO3 (1) 0.14060 0.28894 −0.00547 6.00 
LiOAc 0.11215 0.20243 −0.00519 4.00 
NaF 0.03183 0.18697 −0.00840 1.00 
NaCl 0.07722 0.25183  0.00106 6.144 
NaBr (1) 0.09934 0.26202 0.00097 5.00 
NaNO3 (1) 0.00479 0.20241 −0.00027 6.00 
NaH2PO4 (1) −0.06509 0.09100 0.01138 4.00 
NaClO4 (1)  0.05621 0.27177 −0.00143 5.00 
Na2CO3 (1) 0.07185 1.15645 −0.00835 4.50 
NaHCO3 (2) 0.02800 0.04400   
NaOAc 0.13723 0.34195 −0.00474 3.50 
KCl (1) 0.04680 0.22096 −0.00050 4.00 
KBr 0.05592 0.22094 −0.00162 5.50 
KH2PO4 (1) −0.11280 0.06058  0.02012 1.80 
CsCl (1) 0.02995 0.06367 0.00027 6.00 
Na2SO4 0.04604 0.93350 −0.00483 5.25 
MgCl2 (1) 0.35372 1.70054 0.00524 15.00 
Mg(NO3)2 (1) 0.36516 1.59563 −0.01971 6.00 
CaCl2 (1) 0.30654 1.64278 0.00222 10.50 
CaBr2 (1) 0.36272 1.81585 0.00349 7.50 
Ca(NO3)2 (1) 0.18472 1.64500 −0.01069 12.00 
SrCl2 0.28170 1.61666 −0.00071 10.50 
SrBr2 0.32410 1.78223  0.00344 6.30 
BaCl2 0.29073 1.24998 −0.03046 5.355 
BaBr2 0.31552 1.57056 −0.01610 6.90 
CoCl2 (1) 0.35623 1.54019 −0.01251 9.00 
CuCl2 (1) 0.31373 1.24607 −0.04222 6.00 
NiCl2 (1) 0.34657 1.58940 −0.00326 7.50 
MnCl2 (1) 0.33547 1.46033 −0.02324 10.50 
UO2(ClO4)2 (1) 0.62346 1.97357 0.02084 7.50 
La(ClO4)3 (1) 0.76485 6.53333 0.00275 18.00 
* 電解質の後に(1)を付けたものは，Kim and Frederick (1988b)中で与えられている値，(2)を付けたも

のは Peiper and Pitzer (1982)が与えた値，これら以外のものは Kim and Frederick (1988a)中で与えられ

ている値。 
 

 
表 M5 表 M3 中の sθと ψを求めるために Kim と Frederick が用いた 2–2 型電解質に関する 25°C で 1 
atm の条件における β(0)，β(1)，β(2)および Cφの値* 

 β(0) β(1) β(2) Cφ Imax 
MgSO4 0.22438 3.3067 −40.493 0.02512 12.0 
CuSO4 0.20458 2.7490 −42.038 0.01886 5.6 
* Kim and Frederick (1988a)中で与えられている値。 
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